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3 问题 的 提出 


天气 环流 变 和 长 期 预报 时 须要 用 动力 学 学 的 时 
大 气 运动 的 动力 机 制 ;而 太 气 运动 的 根本 原动力 是 由 太阳 \ 大 气 和 地 面 之 闽 的 辐射 作用 通 `、 -= - 
过 大 气动 力学 规律 的 活动 而 来 的 .辐射 过 程 在 号 岩 和 空间 上 分 布 的 不 均匀 性 支配 了 大 气 ”， 
环流 在 时 间 和 空间 上 的 变化 考虑 到 的 根本 作用 ， 朱 研究 大 气 环流 季节 变 


”和 长 期 预报 的 天 题 时 ,提出 了 下 列 的 流体 力学 模式 中 


- 


- -混在 所 考虑 的 域 9 于 的 有 界 数 ， 其 阶 微 商 有 界 -这些 参量 和 已 知 数 的 物 
理 意义 在 [1] 中 有 明 
个 方程 的 重要 之 点 在 于 气 的 运动 看 作 是 大 能 的 不 输入 和 


根据 这 个 重要 的 特点 ， 我 先 研究 了 各 能 量 之 间 的 关 下 要 等 


了 在 个 错 复杂 的 关系 中 , 揭示 主要 的 规律， 我 们 将 (10) 的 各 项 进行 比较 分 


铺 主 灾 , 发 现 有 以 下 几 点 情况 : 
- 各 种 能 量 的 都 陆 时 间 的 夫 而 积 在 各 种 消耗 之 中 ， 和 
消耗 居于 同等 的 地 位 ; 
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1960 年 7 月 日 了 
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由 的 近似 解法 和 在 [2] 中 的 方法 ， 下 

以 反 气象 工作 者 的 “ 波 的 尺度 "的 全 ,天 知道 ,气象 工作 者 所 特别 重 

的 是 一 定 尺度 的 运动 ?面相 当 小 的 尺度 的 运动 对 大 型 天 气 的 影响 是 不 大 的 .所 衣 某 种 尺度 

前 “ 波 ?的 法 念 是 理解 为 某 种 形式 的 简单 的 运动 。 但 是 对 非 线 性 系 航 来 说 ;各 种 波 (各 种 简 


的 运动 ) 是 不 能 加 的 ,因此 要 用 简单 的 运动 一 个 非 性 的 (复杂 运动 ，- 


考虑 到 各 种 波 之 的 制 系 .本 提出 的 方法 ,用 某 个 算 子 的 固有 数 来 反映 各 种 
下 尺度 的 “ 波 ” 的 概念 , 井 且 考虑 了 这 些 波 之 在 整个 非 系 中 相互 制 从 
明了 小 尺度 运动 对 特定 尺度 内 的 运动 的 影响 是 小 的 ?因而 了 单 
近似 的 计算 特定 尺度 内 的 运动 的 现实 性 
~ 一 未 所 的 方法 是 将 一个 的 题 化 为 个 值得 注 
的 是 : 个 可 从 原 得 到 因此 在 日 的 计算 工作 中 ， 只 
常 微分 方程 的 解 可 . 


(3) 式 分 别 代入 (1);(2) 两 式 中 ,得 到 


方程 是 在 空间 的 某 个 有 界 域 和 前 拓扑 积 (9 《0， 
考虑 的 的 边界 为 5 - 
边界 上 ,高 度 场 及 涡 度 场 是 需要 预报 的 但 在 9 相当 大 时 ， 边界 土 的 高 度 场 及 涡 度 
9 办 影响 不 大 的 下 , 取 作 已 知 数 。 适当 代 换 可 以 把 高 度 及 涡 度 场 在 边 
要 3 上 化 为 寺 方程 粗 昌 复 末了 一 些 ,但 不 改变 其 特征 . 从 而 取 边 界 条 件 为 ” 
335 我们 求 出 的 高 度 场 是 在 广义 解 的 意义 之 下 得 到 的 ,其 定义 如 下 : 
如果 足下 面 的 条 件 , 则 做 本 问题 的 广义 高 度 场 


一 一 


在 中 有 形 的 广义 及 中 由 现 的 一 切 低 于 
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满足 条 件 ; 

#) 有 恒等式 


Dz 
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0. 


量 分 析 
本 用 到 Halder， -Minkowski 不 等 式 ，C， 的 
证 明 的 不 等 式 : 


1. 对 满足 方程 (4)， (57 和 条 件 (6,) 的 光滑 解 9; 有 下 不 等 式 


1 
《 
- 》 
- 
| z 
| > 
1 
mm 
4 
: 
~ 
- 


一 


一 93): 十 一 一 9a) dx dy dt 一 


建立 等 式 时 作 项 为 例 :、 


取 e>0 分 小 时 ， 可 以 有 性 系数 部 分 抵消 . 
-方程 以 j9; 的 作用 是 使 性 项 失 影 响 * 使 含有 的 微 商 项 ， 在 使 用 分 部 积分 


时 了 困难 . 
引 理 2. 本 问题 的 光滑 有 - 下 等 式 
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是 与 无 关 的 常数 : 


_ 将 (4)， (5) 式 分 别 乘 以 Api， Ap， 对 .0 积分 ， 相 加 后 得 到 


仿照 引 理 1 可 引 理 2; 不 最 后 -项 的 不 


与 关 要 消除 非 性 项 的 影响 乘 以 Ap; 是 最 佳 途径 
先 将 方程 对 微 商 再 分 别 两 及 人 Pi 来 ， 度 用 与 引 相同 和 
3. 本 问题 的 光滑 解 有 不 等 
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- 引 理 4. 在 引 理 3 的 同样 条 件 下 ， 本 = 


“其 中 cs 是 无 的 
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有 
Tanepmm 方法 明 高 是 存在 的 ， 为 此 ， (人 (5) 为 
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中 下 面 Laplace 算 子 的 固有 为 基底 
是 正规 正 的 . 取 近 似 高 度 为 


其 中 C 是 直 


心 


其 中 5 解析 , 右 第 二 项 当 工时 取 正 号 ; = 3 时 取 负 号， 


-从 而 知道 问题 (15) 有 唯一 的 解 存在 是 大 范围 存在 , 郎 


利用 $ 工 样 的 方法 ， 可 得 到 类 似 引 理 的 
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而 ,得 到 类 引 理 2 的 果 
得 到 引 3，4 的 估计 
由 于 类 似 引 理 1 一 4 千 计 式 的 得 到 ,并 应 用 供 大 定理 ;得 到 如 下 的 结果 : 


(17) 对 阶 施用 两 分 部 积分 化 为 据 法 的 类 人 (7)， (8); 不 过 


还 没有 积分 ， 而 马 :再 以 对 从 加 再 积分, 则 
到 (7) 8) 两 式 ;不 过 是 (on 代为 将 @o 固定 ; 当 一 时 
由 于 未 节 中 得 到 了 1 3) 的 , 可 证 明 对 式 (7)， 《8) 是 成 由 的 
弱 收 性 (在 上 ) ,最 后 得 提 法 中 的 等 式 成 立 故 有 


定理 ,本 问题 (4),(5)， 《6) 有 唯一 的 广义 高 是 


$ 4. 高 度 场 的 确定 性 、 性 及 近似 估 计 


高 度 代入 (4 (5) 式 中 ,对 应 式 相 沽 与 两 高 度 的 关系 第 一 式 
以 名， 对 积 分 ,再 相 加 得 
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一 (9 一 一 ay ax dz. 


4 


其 中 Co 仅 与 2 有 关 ， 故 当 =” 相当 大 时 ;jlzll， .lol 可 以 相当 小 ; 反之 ， 亦 成 立 ,， 


的 相应 问题 的 高 度 场 为 中 1， 中 $ 93 . 一 
93 ， 只 要 一 一 G3|| 相当 小 时 ， 就 可 以 导出 ， lloll 也 充 小 


“而 得 到 了 稳定 、 


为 了 便于 实际 工作 者 的 ， 我 们 列 出 计算 步 的 
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如 下 确定 的 : 
(0) 
， 
33aRaRE mg BecTaIBOHapHOro IJIOCKOFO TeqeHB 
BeCOKEMaeMO MOCKOBCKOTO 8(1959)， 71 一 81. 
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的 点 , 其 中 左边 是 一 个 Hermite 阵 ， Hermite 方 > 0 是 指 定 正 的 
` 目的 就 是 要 证 明 在 ” 6 时 域 的 Riemann 曲率 不 全 取 负 值 . 由 此 知 ， 
在 6 时 域 是 非 对 称 域 不 可 的 ， 可 递 的 ， 


为 了 简单 起 见 ， 今后 我 们 
-于 是 的 定义 条 件 (1) 可 
定理 1. 当 ” 之 4 时 域 是 一 个 ， 解 等 价 于 -个 有 
我 们 首先 域 解析 等 价 于 一 个 我 们 先 当 (Z， ESi。 


复 向 量 (2 2 0; 亦 即 zZ = 一 2ia， 因此 


现在 可 以 在 域 上 引进 解析 变换 
* 1960 年 9 月 27 日 收 到 ， 


对 
一 
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知 适合 关 条 (6) 的 二 对 称 友 是 第 二 类 对 称 有 界 典型 域 9in 点 所 以 我 休 明 
区 所 有 元 素 变 化 也 都 是 有 界 的 - 今 (5) 式 可 改写 为 


子 是 存在 一 个 实 常数 > 0， 使 得 
们 来 域 %。 上 有 解析 自 同 : 


2 实 对 称 方 阵 


27Q@) 0 


_ 
一 
。 
~ 
一 
~ 
< 
一 
- 
愉 - 
| 
4 
。 
~ < 
一 


0 


“所 以 变换 (7) 还 把 映 为 自己 , 变 换 (7) 是 域 上 的 解析 自 同 . 


_ 今 变换 (12) 变换 短 


后 我 们 来 域 qi 是 可 的 。 我 们 断 域 中 任 一 一 丰 


解析 自 同 (7), (Zo，zo) 为 原点 (0, 0). 
-我 们 求 考察 变换 (7)。 要 在 Z = Zou z 只 
将 这 等 式 的 部 与 实 部 分 , 旭 有 
_ 可 以 取 
而 域 的 解析 自 同 


一 
一 
四 
_ 
4 


从 而 
我们 已 %。 是 可 递 的 ， 故 知 这 时 域 %。 的 Bergmann 数 
其 中 > 0 是 一 常数 将 式 (9)， 代 m) 是 中 任 一 政和 


《14) 

我 们 将 要 明 在 6 时 域 对 应 于 Bergmann 度量 的 和 Ricmann 
不 全 非 值 . 由 于 证 明了 华罗庚 教授 所 定义 的 度量 和 Bergmann 的 
量 是 完全 样 的 ， 所 以 在 > 6 时 出 了 华罗庚 在 [2].[3] 二 的 一 个 的 一 些 反例 
“Bochner[9 通过 引进 一 种 新 的 度量 来 证 华 罗 康 的 猜想 是 正 药 。 难看 , 在 
刀 .2 2 时 他 所 定义 的 度量 对 所 有 已 知 的 可 递 域 都 是 不 存在 的 )3 而 有 卫 由 于 在 = > 6 时 Se。 的 
-Hermite 曲率 不 常 了 负 值 因此 立即 推出 Cartan 关于 可 有 是 对 
不 正确 的 因为 有 界 对 称 域 的 Hermite 曲率 一 定 是 负 的 . .此 ;我 何 还 。 是 不 
”可 的 域 , 不 解 价 于 两 个 较 低 域 的 拓扑 乘积 末 . 
明了 域 % 和 一 个 五 复 ) 维 的 域 都 各 解析 等 价 于 一 个 有 可 不 可 的 


城 于 是 我 位 有 下 面 一 个 主要 定理 < 
合 


17 
ca, 有 ,人 ， 


熟知 域 在 dx 一 方向 的 Hermire 又 为 


dzp 
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EL : 


将 (19) 代入 和 (17; 式 ， 不 难 算出 和 Ra Z 9 
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们 只 要 结算 原点 的 _Hermite 曲率 就 
”我 们 取 一 个 特殊 方向 
我 们 有 
在 计算 域 的 Riemann 曲率 以 前 ， 我 的 定理 
-度量 “ 
其 中 = 是 的 Bergmanm 的 Hermite 曲率 张 和 
分 别 用 (17) 和 式 (18) 所 定义 
”中 的 一 有 界 域 . 


其 中 4 和 了 都 是 = 阶 实 ， 且 每 个 元 是 变量 为 的 实 又 因 是 
Hermite 方 障 , 故 4 4， 一 了 .而 (22) 可 改写 为 


《23) 了 实 有 域 9 Riemann 度量 : 


-一 
~ 
、 
= 
上 
一 
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其 中 G Ricmann 的 基本 量 ， 
我 们 引进 熟知 的 Christofel 


25 


所 
”十 六 的 Riemann 曲率 张 量 ， 其 中 阶 阵 是 阵 G 的 方 
定理 4. 复 变 数 空 间 中 有 界 单 叶 域 的 Hermite 曲率 张 量 和 
为 了 见 ， 我 们 引进 一 些 号 : 


三 
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T 期 陆 许 以 超 : 关于 可 递 域 的 一 个 注 记 


其 中 Om 表示 2 阶 方 阵 。 我们 定义 一 一 由 (31) 
式 和 (29) 式 我 们 有 


对 任意 两 个 可 以 互相 交换 的 微分 算 子 2 8, 我 们 有 


现在 开始 由 式 
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72， 分 别 定义 且 如 : 


一 
于 是 
同 理 
双 因 
于 是 
所 以 
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“其 
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T8 数 学 报 ， 


今 由 式 (15) ,定义 


于 是 ， 
双 接 可 知 
dizdiT 一 一 
记 实 向 量 


利用 式 (29),(30),(31) ,我 们 有 


(di 4iz) 1O 


一 (dz 十 di 2T 十 dx T)。 
合 ， 、 
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gm[ry，1] [1 一 
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1 其 陆 以 超 关于 可 域 的 二 注 


(zaT + 二 = 


双 


ml 

所 以 


由 (16) 我 们 有 


这 就 证 明了 定理 , 
另外 由 式 (30)， (31) 不 难 由 计算 得 到 
) 一 一 


这 样 一 来 ， 我 们 就 得 到 风 iapnaeip 曲率 用 Hermite 曲率 张 量 表达 的 公式 : 


一 apB, 1 (32 


= 
[| 
六 
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取 特殊 方向 
一 (0, 0， 二 (0， (33) 
定理 5. 当 时 ， 在 原点 的 个 方 (33) 的 Riemann 曲率 为 
一 6) 
4 
在 6 时 Ro=0. 
到 现在 为 止 ， 我 们 证 明了 在 z > 6 时 域 %i 的 Hermite 曲率 和 1 Riemann 曲 牵 不 全 取 
非 正 值 . 在 = 6 时 , 不 全 取 负 值 . F 来 是 的 不 可 性 。 在 以 前 ,我 
们 先 域 不 可 的 一 个 别 法 
定理 6. 设 ”个 复 变 数 zx 王 (zi，………，zn) 窗 关 中 一 有 界 的 可 递 单 叶 域 3 的 最 大 连通 
解析 自 同 胚 @6 可 域 包含 坐标 原点 ， 对 域 中 任 一 点 将 原点 映 
为 点 zx 的 解析 自 同 z, 是 az 的 变换 方 阵 在 原点 的 值 , 是 和 = 站 9 的 
解析 数 不 存在 常数 西方 阵 忆 将 J(0, 3),(zEg) 同时 化 成 准 对 角形 ， 换 句 新 ， 
集合 z) 在 阵 下 非 完 全 可 ， 末 域 习 是 不 可 的 
界 单 叶 域 是 订 的 ， 包含 原点 ， 郎 存在 一 个 解析 同 r， 它 将 域 为 
了 遇 个 有 界 单 叶 域 9 和 .9, 的 拓扑 乘积 , 且 将 原点 映 为 原点 . 
妨 假设 域 3，3，3， 在 原点 的 Bergmann 度量 方 都 是 么 方 解 析 同 的 


(34) 


我 们 熟知 有 关系 式 


其 一 由 假 Y(0) 0, 所 以 


0) = Tauxas(0; 0) ， 


= 
换言之 , 是 一 个 阶 
Cartan[7] 证 明了 任 一 有 如 果 是 两 低 有 域 和 的 拓扑 乘积 ， 
X 9:， Gu， G,， 各 为 域 9u， 9， 同 Gu 是 @ 和 
人 的 直 乘 积 : Go X G.,. 
对 任 一 解析 自 同 熟知 ax 是 域 X 3， 上 的 解析 自 同 G= 
X 所 以 or X 自 同 的 变换 数 为 


2 
所 以 的 变换 
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,构成 一 个 域 的 可 连通 解析 自 同 胚 由 (12) 和 (13) 两 式 该 将 域 中 原点 映 


今 由 假 = 0 和 关系 可 知 ， 解 析 同 了 如 
F 关 系 : 


今 假设 @ 是 可 对 域 任 一 点 =， 域 四 上 存在 解析 自 胚 @,， 使 
于 是 (35) 可 改写 为 


今 知 是 西 方 , 我 们 简 = 无 关 又 显然 方 的 任 
元 在 域 9 上 的 解析 数 ， 又 由 定理 假 = J(z, 在 域 9 的 解析 
数 ,所 以 4 和 的 每 个 元 也 都 是 = 和 在 域 9 的 解析 数 
在 式 (36) 中 我 们 将 = 和 看 作 是 独立 变量 , 且 取 > = 0， 
换 集合 {7(0， 在 西方 阵 下 完全 可 这 了 定理 
现在 我 们 应 用 定理 6 来 域 的 不 可 . 显然 , 域 % 的 解析 自 (7) 


任 一 点 解析 自 同 在 点 的 变换 了 式 (13) 定 义 的 广 的 
“定理 7. 当 > 4 时 域 %i。 是 不 可 的 . 
证 由 定理 6, 我 们 只 要 不 存在 一 个 阶 常数 西方 ,使得 (13) [为 
; 我 们 将 (9) 一 (13) 中 的 足 码 都 取消 ] 的 了 适合 
“在 其 体 计算 时 ,我 们 将 西方 成 四 


二 


0 
zp O 


0 0 


”其 中 由 式 


4 
和 


今 域 %。 可 那 末 
于是 我 们 有 
十 U29)03 二 0， 
注意 到 ec 与 无关. 取 = 0, 于 是 有 等 式 
从 而 对 一 切 和 
(40) 
任 取 U 的 一 行 的 一 行 的 一 行 (ct ci，c3)，Ui 的 


C1C2 C3 24 
“由 (40) ,我 们 有 
但 是 异 , 第 一 列 不 全 为 在 (417 中 可 看 一 或 一 个 0. 在 
中 可 选取 一 个 第 一 列 元 素 0. 于 是 由 (42), … 但 


是 的 任 一 行 ， 因此 = 0. . 了 西方 故 立 可 得 0， 这 与 0 矛盾， 所 
以 我 人 明了 的 第 一 烈 必 全 为 从 而 的 第 一 列 中 一 定 存在 一 个 元 ci 0. 由 
《42) 式 ,于 是 一 0， 而 这 时 最 后 一 3 行 是 


0 at “0 
0 


非 ， 故 最 后 ”一 3 行 的 秩 必须 一 3,， 一 方面 (UsU4) 除 两 列 元 素 外 全 是 0， 
以 必须 有 3 或 5. 至 此 对 于 时 ， 定理 已 得 对 于 ?一 = 5 
人 这 两 种 情形 ， 和 用 由 式 (39) 导 出 的 关系 式 
及 是 方 这 两 点 很 容易 推出 矛盾 . 

域 是 首先 由 , Tiareugnit -IIUamapo 引进 的 他 用 域 % 的 边界 的 几何 性 质 
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了 的 不 可 并 未 发 表 )， 我 在 定理 中 只 用 了 域 % 的 内 在 性 质 , 并 且 
初等 的 方法 明了 的 不 可 性 . 
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本 的 内 容 是 根据 济南 市 东 郊 入 民 公 社 当 前 的 生产 任务 和 现 有 条 件 ， 将 有 限 二 人 雳 
和 对 策 的 理论 用 于 种 植 计 划 ,得 优 播种 , 方 案 公 党 委 研究 ,正在 执行 
”这 一 工作 是 山东 大 学 数学 系 二 三 年 级 部 分 同学 在 党 的 直接 便 导 和 关怀 下 进行 的 ， 
在 进行 过 程 中 , 公 击 社员 的 大 力 支持 ,老师 和 同学 的 帮助 ,都 奏 了 我 们 很 大 的 鼓 短 ， 


$1. 问题 的 提出 


济南 东 郊 人 民 公 入 一 切 工 作 是 以 蔬菜 生产 为 糊 ， 因此 在 娄 排 各 项 工作 中 ,首先 保证 蔬 
生 产 ， 尽 最 大 的 劳力 和 物质 责 源 其 目前 宿 大 队 ,正在 计划 一 个 全 队 的 
种 植 计划 。 但 是 在 劳力 .肥料 ,水 ,种 子 等 各 个 方面 存在 着 不 少 困难 ,不 能 完全 
是 计划 上 所 需要 的 数字 ,具体 情况 如 下 : 

1+. 全 队 男 女 整 牢 劳 力 其 969 名 ;总 耕地 面积 为 3150 亩 ,其 中 良田 1784 亩 ,这 地 op 
亩 ,食堂 地 66 ; ; 共 需 劳动 320 名 , 地 需 650 名 ， 970 名 ,但 该 队 实 际 上 只 能 
有 614 名 加 生产 ,所 以 劳力 356 名 

2. 地 肥料 共 需 士 肥 650 万 斤 , 化 肥 65000 ， 平均 每 用 肥 5000 斤 左 ， 现 士 
430 万 斤 化 肥 60000 斤 左 右 队 已 大 力 采 购并 队 ， 
3. 现 有 灌 能 力 为 地 714 , 650 亩 左右 的 灌 量 ， 队 准 备 尽 可 能 增添 
日 电 . 

由 于 蔬 生产 是 中 心 任务 ， 虽然 劳力 不 ,得 准备 从 其 他 方面 投入 地 
年 产 , 以 满足 其 需要 ， 对 于 土肥 方面 ,虽然 大 量 增加 肥料 来 源 (例如 在 外 大 量 采 购 ) ; 但 不 
能 完全 掌握 肥料 增添 的 数量 (可 能 多 些 也 可 能 少 些 )， 对 于 水 也 是 同样 ,由 于 购买 电动 机 、 
抽水 机 等 不 能 确定 购 进 的 数量 ,所 以 薪 地 的 灌 浙 能 力 还 不 能 掌握 ,因此 该 队 存在 一 个 很 实 
际 而 极 需 解决 的 则 题 , 那 就 是 如 何必 排 一 个 各 种 蔬菜 的 种 植 计划 ,使 得 在 水 和 肥 的 各 种 不 
- 同 的 条 件 下 ,能够 在 保证 于 地 总 产量 (以 满足 市 民 的 需要 ) 的 基础 上 增加 总 产值 .他 们 的 
原 有 打算 是 这 样 的 : 


1 


| 辣椒 | 大 | 


100 |40 | 


亩 .” 数 80 20 80 1-80 | 120 20 300 | 250 


1960 年 11 月 24 到 
1) 对 策 索 应 后 于 农业 或 其 他 生产 部 门 中 ,首先 要 依据 党 的 方针 政策 ;作为 形成 数学 模型 的 指导 思想 。 本 广 是 利用 
对 策 访 处 理 农 业 生 产 中 一 些 问题 的 一 种 演武 ,反映 了 考 际 间 题 的 一 定 方面 ,作为 实际 工作 者 更 全 面 的 考察 中 的 
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才 过 分 析 我 们 认为 这 是 一 个 对 策 问题 ,对 策 者 为 人 和 大 自 然 ， 


3$2. 调查 资料 


为 了 具体 建立 我 们 所 想到 的 对 策 模型 ,必须 确定 大 自然 的 策略 、 入 的 策略 以 及 赢得 本 

数 .在 这 里 大 自然 的 策略 实际 上 表现 在 困难 方面 , 如 肥 \ 水 ` 劳 力 \ 种 子 , 这 由 为 面 的 各 种 

可 能 棚 合 而 形成 的 缀 合 情 况 . 人 的 策略 就 表现 为 蔬 荣 种 植 填 划 ， 而 赢得 夯 数 也 就 是 某 一 

_ 竹 合 条 件 下 ， 入 们 的 某 一 计划 所 得 到 的 收入 7 这 样 看 来 ,我 们 必须 知道 在 各 种 不 同 的 烷 合 

情况 下 ， 各 种 不 同 蔬 的 产量 将 受到 怎样 的 影响 ， 还 训 道 每 种 

蔬 荣 的 价格 . 
收集 大 量 可 车 的 数据 , 工 加 以 科学 的 处 理 , 使 之 反应 客观 事实 ， 这 样 要 进行 的 工作 才 

可 能 完成 . assist 因为 这 是 我 们 全 部 工作 的 基 

” 础 所 在 . 
为 此 ,我 们 先后 到 东 蔬 验 站 和 北 园 庄 生产 队 作 了 比较 具体 的 

解 . 这 是 两 个 长 年 种 植 蔬 荣 的 地 方 , 芽 且 还 有 若干 研究 工作 。 我 们 将 所 了 解 的 材料 ,与 在 

陈 宿 年 产 队 蔬 大 队长 〈 一 位 富有 所 了 材料 加 以 对 比 ， 发 现 三 方 

面 的 材料 基本 上 是 一 致 的 ， 阁 见 表 2. 


用 ， 水 | | 产量 | 
| 每 用 工 备注 
子 40 15000 25 一 30 3 ”8000 
50 10000 以 上 120 4000 
大 35 10000 50 12 “7000 一 8000 
30 10000 一 150000 80 20 3 10000 
大 和 35 10000 120 20 3 20000 
40 10000 200 60 一 70 6 15000 
水 臣下 | 。30 10000 用 或 不 用 24 3 10000 
胡 - 10000 同 ,上 | 一 般 不 用 3. 8000 
脆 35 一 70000| -同上 30- 3 一 4 10000 
30 9000 20 3 5000 6000 
35 10000 80 24 ,| 6000 
小 自 心 30 .| 10000 80 20 5000 
雪 里 - 35 11000 30 15 3 -6000: 


把 上 面 的 材料 加 以 适当 的 处 理 ， 处 理 的 原则 是 把 困难 只 考虑 肥 、 水 两 方面 , 因为 这 两 
企 方 面 人 们 还 不 能 掌握 ;而 种 子 不 多 , 没 


有 选择 的 余地 ;同时 队 虽 劳力 较 ， 


但 因为 是 以 蔬 为 网 ， 首 先 保证 蔬 生 的 较 多 | 点 | 足 够 
产 ， 因 此 世 「 某 所 需 之 劳力 可 以 认为 是 足 
够 的 , 这 样 种 子 和 劳力 可 以 不 养 虑 。 根 
” ” 据 农 民 的 意见 ， 我 们 把 水 的 情况 分 为 足 
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够 .不够 两 种 ， 把 肥 分 为 是 够 缺点、 缺 的 较 多 三 种 ,这样 水 和 肥 的 六 个 租 合 , 就 可 以 认 


为 是 大 自然 的 策略 了 ,我 们 用 4。B; 表示 些 合 情况 ( 见 表 3 )， 


品 ” 种 

亩 产 ( 斤 ) 4000 4800 5600 12400 3200 4000 
价值 (元 120 144 168 72 96 120 
| 亩 产 ( 斤 ) | 1400 2000 | 2400 | 1oo0 1600 2000 
价值 (元 ) 98 140 168 |- -70 112 140 
产 ( 斤 ) | ，4000 4800 5600 2400 3200 4000- 

大 价值 (元 ) 100 192 | 96 128 100 
雷 产 ( 斤 ) | ”4000 5000 5500 2500 3000 4000 
本 2 价值 (元 ) 120 150 160 75 90 120 

亩 ( 斤 ) | ”8000 10000 “| 13000 .6000 9000 | 124o0 
- 价值 (元 ) 240 300 390 180 “| 270- 372 
产 ( 斤 ) | 5000 | 6ooo 7000 2500 3000 3500 
价值 (元 ) | 300 360 420 150 180 210 
亩 产 ( 斤 ) 5000 “| 6000 7000 5000 |， 6000 7000 

小 价值 (元 ) 150 180 210 150 -180 210 
产 ( ) | ”4000 4800。 | ”5600 4000 | .4800 | 5600 
价 (元 ) 120 144 168 120 | ，128 168 
产 ( ) | 4800 5600 4000 4800 
价值 (元 ) .| ”160 192- | 160 | ”192 224 
亩 产 ( ) 3000 3600 4200 ,| 1800 2400 | 3000 
价值 (元 ) :| | ”108 126 56 72 90 
-上 | ( 斤 ) | 2000 3000 3700 1600 | 2000 | 300 
价值 (元 ) 120 180 
雷 产 ( 斤 ) | 5000 .| 6000 7000 3000 3500 4000 
和 价值 (元 ) | 。 150 180 210 90 105 120 
直 ( 斤 ) | 3000 3600 4200 1800 2400 3000 
星 价值 (元 ) 96 108 126 54 72 90 


从 上 述 看 来 ,我 们 的 材料 是 全 面 而 可 靠 的 ， 霸 且 径 过 活 当 处 理 之 后 ,几乎 可 以 直接 从 
表 4 求 建立 我 们 的 对 策 模型 了 . 


$3. 模型 的 建立 - 


工 对策 者 的 确定 . 
我 们 确定 入 与 自然 为 对 策 者 和 
2. 


一 
| 
| 
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经 过 我 们 研究 以 及 大队 里 一 些 同志 的 帮助 ,认为 自然 界 能 采取 的 策略 为 4, B，Ci;，. 


五 大 种 情况 〈 见 表 3)， 


比如 自然 界 采 取 策 略 瑟 药 意 思 是 在 生产 过 程 里 我 们 磁 到 了 肥 


一 些 , 水 也 一 些 的 情况 ， ' 其 他 策略 类 推 我 们 用 S2 .一 (4， BC 了 ;的 


策略 集 


下 面 我 们 来 确 定 人 的 策略 在 自然 界 出 现 的 各 种 情况 下 ， 我 们 可 在 1300 亩 地 里 适 光 
的 安排 各 种 蔬 荣 占 地 面积 的 比例 ,对 于 每 一 个 分 配方 案 , 我 们 可 以 认为 是 , 人 向 自然 斗 等 、、 


的 一 个 策略 。 但 是 很 重要 的 是 ,在 决定 人 的 策略 时 ,必须 要 藤 队 能 够 胜任 的 。 为 此 , 在 决 


定 人 的 各 种 策略 时 ， 我 们 多 次 与 负责 人 、 蔬 产 的 大 队 及 其 他 
论 ， 根据 各 种 蔬 茶 需 水肥 的 数量 的 情况 ， 以 及 大 队 里 实际 存在 的 一 些 其 他 因素 ， 确定 记 C， 


亩 数 \ 品 种 | 辣 | 大 | | 大 | | 水 | | | | 
80 | 20 | 8 |80 250|'10|80 |50 14 
有 80 |30o| 265| 10| 80 | 60 | 40 | 50 

7 80.| 20 |9%5 |85 | 10|50 135| 265| 151-60 | 6 | 30 

30 | 20 |85 | 85.| 18|5 | 267| 15| 65 |50 35 | 35 

80 |.20.| 85 | 85 50 | 290| 255| 105| 70 |-50 | 4 | 40 


80 20 种 到 地 里 ,所 以 在 五 种 策 赂 们 的 品种 数 都 


保持 不 变 . 


我 们 用 {c,B， 0， 表示 Pi; 的 策略 集 
3. 赢得 数 的 确定 
的 赢得 为 当 取 策 略 取 策 略 1 时 1300 地 的 总 产值 ， 其 中 
经 过 计算 就 得 出 这 个 对 策 的 支付 关系 (P; 对 P1). 


7 


w 192460 235120 278200 156360 、| ， 197520 242840 
有 189560 231700 273630 “| ”155620， 195600 239710 
让 192060 234799 277095 158235 198580 243280 
194370 237218 280751 158475 199813 245362 
194360 238990 281385 157835 199750 246020 
4. 模型 的 建立 。 
若 以 表 对 策 者 的 集合 ， X S， 策 集 的 卡尔 且 合 


一 


一 
] 
| 
| 
、 - 
ww 


-4 对 策 的 解 及 其 实用 价值 
(6, D) 是 唯一 的 平衡 局 势 ; 是 P， 的 平衡 策 , 最 优 策 略 


我 们 把 策略 8 的 分 配 往 案 和 大 队 党 书记 及 蔬菜 大 队长 共同 研究 ， 工 和 他 们 原来 的 分  ， 
配方 案 对 比 . 他 们 我 们 好 ， 面 且 目 前 
正在 
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关 在 等 高 图 上 计算 矿藏 储量 
与 坡地 面积 的 问题 


元 


- 《中国 科 学院 数 学 研究 所 ) 


感谢 我 国 的 地 理 、 矿 治 与 地 质 工作 者 们 ,他 们 向 我 们 介绍 了 不 少 计算 矿 藏 钳 量 与 计算 
坡地 面积 的 实用 方法 ;使 我 们 能 学 习 到 这 些 方 法 ,从 而 进行 了 一 些 研 究 ， 帮 者 试图 在 本 交 
中 对 这 些 方法 进行 比较 ,并 明 屁 们 相互 之 问 的 关系 ,与 这 些 方法 的 偏差 情况 ， 并 提出 若干 

关于 分 奶 计算 矿 藏 储量 方面 ,在 矿 体 几 何 学 上 ( 见 [2] 一 [4]) 有 BayMa 公式 ， 截 锥 
公式 与 梯形 公式 . 用 它们 算出 来 的 矿藏 体积 分 别 为 与 
等 式 : - 

且 定 了 取 等 号 的 情况 关于 三 个 的 较 主要 应 从 
看 ,因此 我 们 认为 BayMat 公式 的 局 限 性 较 少 . 放生 

本 廊 提 供 了 一 个 双 层 合算 矿藏 通 量 的 公式; 这 个 公式 的 获得 首先 在 于 我 们 技 到 学 
Baywag 公式 的 一 个 新 证 明 。 这 个 证 明 简单 ， 而 双 于 进一步 改进 。 优点 在 于 比 
BaywMag 公 外 麻烦 得 并 不 很 多 ,但 比 BayMar 公式 多 考虑 了 一 些 因素 ， 同 时 也 比 Co6omeB- 
“cKH 痢 公式 〈 即 通常 的 双 层 合算 矿藏 能 量 的 公式 ， 见 [2] 一 [4]) 多 考虑 了 一 些 因素 . 我 们 
.推荐 它 供 我 国 矿藏 储量 计算 工作 者 参考 或 试用 . 

关于 坡地 面积 的 计算 方面 ， 在 地 理学 上 常用 Bomkos 为 法 ( 见 [5] 一 [6]); 在 矿 体 几 
何 学 上 ,期 常用 BayMa 方法 ( [1] 一 [2])。 本文 指 , BayMa8 方法 比 BomkoB 方法 精 
” , 但 用 这 两 个 方法 算出 的 果 常 比 站 的 果 低 .本 全 定 出 了 能 够 用 这 两 个 方法 
来 无 限 精密 地 计算 其 面积 的 曲面 及 指出 这 两 个 方法 的 偏差 情况 ， 详 言 之 ， 偏 差 依 顿 于 曲 
面 上 点 的 倾角 的 变化 。 只 有 消 整 个 曲面 上 各 点 的 倾角 都 相差 不 大 时 ,BovikoB 方法 才能 得 
到 精确 结果 ,而 只 有 当 曲 面 在 相 邻 两 等 高 线 间 的 点 的 价 角 的 变化 不 大 时 ,BayMa 方法 才 
能 欠 旦 精密 的 烙 果 . 然而 在 其 他 情况 下 ,用 这 两 个 方法 的 下 差 就 可 能 比较 大 了 . 因此 我 们 改 
等 高 线 图 上 通过 制高点 引进 干 条 放射 , 当 曲面 与 直 和 时 ,可 以 分 别 求 
相 邻 两 条 放射 线 间 的 表面 积 ， 然 后 总 加 起 来 ， 如 果 相 邻 两 条 等 高 线 间 与 相 邻 两 条 放射 线 
间 , 曲 面 的 倾角 的 变化 都 比较 大 时 ,可 以 分 别 算出 由 放射 线 及 等 高 线 所 粹 成 的 每 一 小 块 的 
表面 积 ,然后 总 加 起 求 。 这样 算出 的 千 果 ,偏差 就 比较 小 了 


* 1960 年 12 月 8 日 收 到 . 


- 
- 
二 
= 、 
1 
- 


$ 2. 矿藏 储量 计算 
假定 有 一 张 矿藏 的 等 高 线 图 ,高 程 差 是 4, 地 图 上 所 表示 的 一 圈 ， 实 际 上 便 是 一 定 高 
程 的 矿 体 的 截面 积 .我 们 娄 估 计 两 张 这 样 的 平面 之 问 的 矿藏 的 体积 .这 两 张 平 面 之 问 的 距 
离 便 是 高 程 盖 4。 我 们 以 4, 3 各 表示 下 、 上 两 个 等 高 线圈 所 包围 的 截面 ( 见 图 .! , 写 们 的 


面积 亦 为 4， 建议 用 


来 估算 这 两 个 高 程 间 的 一 片 的 体积 v, 此 处 T(4,B) 是 用 以 下方 法 所 画 出 的 图 形 的 面 
积 , 称 宅 为 5ayMa8 改正 数 . 

”如 图 2 中 ,从 制高点 0 出 发 ， 作 放射 复 OP , 这 放射 重 在 地 图 上 4, B 之 间 的 长 度 是 
1。 另 图 3 , 取 一 点 , 与 OP 同方 向 取 = 着 4 的 周 界 走 一 时 ，P 
得 一 图 形 ,这 图 形 的 面积 就 称 为 56ayMaa 改正 数 . 因为 它 依 顿 于 两 截面 4 与 及， 所 以 我 倘 


把 算出 来 的 矿 体 体积 一 片 一 片 地 加 起 求 ,就 得 到 矿藏 的 体积 了 ， 换 首 之 , 屋 矿 体 的 等 - 

高 线 图 的 1 十 条 等 所 围 成 的 面积 依次 为 Sn， 则 矿 体 的 体积 由 下 式 来 近 
计 算 :- 


此 处 却 为 高 程 差 (图 4 )， 

定理 (PayMat)， 已 知 物体 的 下 底 4 与 上 底 了 《其 面积 亦 记 为 4, 也) 均 为 平面 , 且 4 
平行 于 B , 为 它们 之 间 的 高 ,0 为 也 上 一 点 ， 洪 用 任意 通过 O 而 垂直 于 了 的 平面 来 截 物 
一体, 所 得 的 截面 都 是 四 边 形 , 则 物体 的 体积 " 恰 如 (1) 式 所 示 . 

许 . 以 0 为 中 心 ,引进 极 坐标 ( 见 图 5 )。 命 高 度 为 x 的 等 高 线 的 极 坐标 方程 为 

其 中 p (z, 0) = p 今后 我 们 常 假定 p (xz, 0)(0 和 0 和 2r, 0 > 是 连 
“的 们 不 妨 假定 4， 的 高 程 各 为 0 及 且 记 
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由 假定 可 知 


p(z, 6) 三 十 - 二 


因此 物体 的 体积 为 


和 | (pi(b) 一 | = (4+B) 一 4 (4， B). 

定理 证 . - 
公式 , 截 与 梯形 公式 的 
候 定 物体 的 下 底 与 上 底 了 均 为 在 面 , 且 平行 于 它们 之 的 高 ，O 为 


一 点 。 除 PayMaH 公式 外 ,常用 下 面 两 公式 来 近似 计算 物体 的 体积 : 


截 公式 : wm (4 十 B 十 4B)， (3) 
梯形 公式 : 十 )， 《4) 
通常 当 一 > 40 时 
1 不 等 式 


成 立 . 当 且 仅 当 物 体 为 ， 的 通过 点 O 时 ， 一 当 且 . 
时 ，o 一 


Baywas 定理 中 的 假定 .由 Baywian 及 不 知 
2 


Si - 
DO 
图 4 图 5 5 


当 且 仅 当 pl(6) = cpx() (0 < 0 和 2x， c 为 常数 ) 时 ; 印 当 这 物体 为 一 截 头 锥 体 ， 而 此 匆 
体 的 顶点 至 底 的 通过 点 时 , 才 会 取 等 号 (图 6 

双 由 于 

一 (4 十 3) 十 也 十 W4B) -AVI 一 
21 V2， 
当 且 仅 当 4 = 了 时 取 等 号 .定理 证 完 . 这 
加 关于 这 三 个 公式 的 比较 问题 ， 我 们 堆 为 主要 应 该 从 量 精 

来 看 ， 面 的 量 移 为 2 ， 所 以 把 面 的 量 网 考虑 为 1 所 得 量 的 公 
式 , 局 限 性 往往 是 比较 大 的 。 

柑 形 公式 是 把 中 间 截 面 看 成 上 底 与 下 底 的 算术 平均 而 得 
到 的 ,所 以 把 面 的 量 网 当 作 1 - 

Baywa 公式 则 是 将 中 间 截 面 作为 量 网 2 来 考虑 的 . 详 车 
之 ， 假定 了 0) 为 与 PC4， 9) 关于 = 的 性 
关系 而 得 的 ( ). 

公 亦 是 将 中 间 的 量 考虑 为 2. 但 比 

公式 多 假定 了 0 9) 此 处 < 
为 一 常数 ， 

因此 我 们 认为 Baywa 公式 更 具有 普通 性 ,所以 用 近似 算 物体 的 体积 一 般 
来 ， 应 评比 较 精确 ， 但 这 并 不 排斥 对 于 某 些 个 别 物 、 jy 
体 ,用 其 他 两 个 公式 更 恰当 些 的 可 能 性 .例如 有 -- 梯 ， 
形 ， 其 上 底 与 下 底 的 宽度 相等 (如 图 7 所 示 )。 用 梯 


形 公式 反而 能 获得 积 ,而 用 BayMa8 公式 
与 截 锥 公式 求 计 算 , 千 果 就 偏 低 了 ， 不 过 ,我 们 注意 
此 时 这 梯形 的 截面 的 量 网 为 1 (由 于 延 y 轴 未 变 )._ 图 7 


_ 对 于 6ayMaH 公式 ,我 们 还 可 以 估计 用 梯形 公式 与 截 的 相对 
( > 4) 时 ,用 梯形 公式 算出 的 相对 于 BayMat 公 


一 
-一 
一 一 一 一 - 


3(4 十 了 一 T(4，B) 


-此 不 等 式 显然 成 立 )， 所 以 “ 二 
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4 
人 
- 
再 以 条 件 > 4 代入 ,得 


.建议 一 个 计算 量 的 公式 


_BayMa 公式 是 假定 po(x, 0) 为 p(0, 0) 与 p(8， 0) 关于 > 的 线性 关系 而 得 到 的 . 如 


果 我 们 将 两 相 邻 分 层 放 在 起 估计 知 相 邻 三 等 高 p(0, 0) 与 P(26，07. 

我 们 用 通过 p(0, 0), 0) 与 p(24，0) 的 抛物 所 形成 的 曲面 o = 9) 求 近 矿 

体 这 两 分 层 的 表面 ,因此 我 们 建 窗 用 如 下 的 计算 方法 . 

命 4, 也 分 别 表 示 三 等 高 和 所 成 的 截面 (面积 亦 为 4, B，C) ,4 与 了 
B 与 C 之 间 的 距离 都 是 , 则 这 两 片 在 一 起 的 体积 可 用 以 下 公式 来 近似 计算 


一 (4 十 (2T(4， B) 十 2T(B，C) 一 了 (4 


如 果 不 计 (6) 式 中 的 第 二 项 ,就 是 熟知 的 Co6omeacka 汪 公式 .把 二 片 二 片 的 体积 总 加 
起 来 ,就 得 到 矿藏 的 总 体积 的 近似 . 换 藏 的 等 高 图 的 2n 十 条 等 高 线 
所 围 成 的 面积 依 %， …，Sw， 程 差 为 划 矿 藏 的 体积 由 下 式 近似 计算 


注意 :如 果 等 高 线 图 含有 偶数 条 等 高 线 , 则 最 上 面 
一 片 可 以 单独 估计 ,其 余 的 用 公式 (7)， 

定理 2， 已 知 物体 的 上 底 C 与 下 底 4 均 为 、 
面 , B 为 中 间 截 面 (面积 亦 分 别 记 为 C, 4 3)， 
且 4,C 都 与 了 平行 ,4 与 也 之 C 之 的 
都 是 为 C 上 一 点 (图 8 ). 任意 通 
过 O 而 垂直 于 C 的 平面 截 物体 ， 所 得 的 截面 的 周 “ 
界 均 自 两 条 直线 及 两 条 抛物 线 所 构成 ， 旭 物体 的 
体积 7V3 恰 如 (6) 式 所 示 ， 

证 。 以 0 为 中 心 ; 引 进 极 坐标 ， , 命 高 度 为 = 的 ZN 
等 高 线 的 极 坐 标 方程 为 3 

p pz,D0) (0 和 2r， 0) p(z，2r)). 
不 妨 假定 4, B，C 的 高 程 分 别 为 0, 4，24， 和 霸 且 记 
pi(9) p(0 ,0)， px(9) = 9)， 一 PC2870)。 

由 假定 可 知 


因此 物体 的 体积 为 


4 4 - 


4 
十 pz(0) p3(O) d20 


(4 (2T(4,，B) 十 2T7(B，C) 一 T(4，C)). 
定理 证 完 
$ 3. 坡地 面积 计算 

"46ayMaa 方法 及 Bonkoa 方法 
现在 先 介 粘 矿 学 家 及 地 理学 家 所 常用 的 方 
法 , 假定 地 图 上 以 Ah 为 高 程 差 画 出 等 高 线 ,今后 
我 个 常 假定 有 一 制高点 ， 及 等 高 线 成 圈 的 情况 来 
讨论 (其 他 情况 也 可 以 十 分 容易 地 丢 推 出 来 ). 我 
们 假定 由 制高点 ， 向 外 地 出 等 高 
(图 9)， 记 的 高 
度 为 0, 而 制高点 用 表 之 , 高 度 是 
之 的 面积 用 了 3; 表 示 ( 投影 的 面积 
L. 矿 体 几 何 学 上 常用 的 方法 的 步骤 如 下 : 


一 二 (2 十 (中 间 直 隔 板 的 面积 ); 


就 是 所 求 的 面 积 的 近 值 (GayMa 方法 
、 
II. 地 理学 上 常用 的 方法 的 步 又 如 下 : 
a. 1 (等 高 的 总 长 度 J)， Bi (总 投影 面积 )，tg (平均 


0 ti 0 
sec au B? 十 就 是 所 求 的 积 的 渐 近 式 方法 ). 


” 附 : 可 以 借 商 高 定理 ,用 图 解法 很 快 求 出 . 


、 
7 
| 
> 
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这 两 个 方法 哪 一 个 更 好 一 些 ? 这 些 方法 怎样 的 程度 近 面积 ? 换 
句 话说 ， 当 等 高 线 的 分 布 趋向 无 限 精密 时 (也 就 是 Ap 一 0 时 )， 这 些 方法 所 欠 出 的 精 果 是 
什么 ?是 否 就 是 中正 的 冬 面 积 呢 ? 一 般 说 来 ， 答 案 是 否定 的 。 仅 仅 是 一 些 十 分 特殊 的 曲 
面 ,答案 才 是 肯定 的 。 我 们 将 在 下 面 定 出 这 些 曲 面 , 井 将 给 出 这 些 方 法 和 实际 车 果 的 相差 
上 比例 ,同时 指出 和 较 大 偏差 的 计算 步 

Bo 与 的 关系 

以 制高点 为 中 心 0,， 引进 极 命 高 度 的 等 高 方程 为 

(0 和 2r)， 


其 中 p(z, 0) = p(z， 我 们 在 今后 常 假定 与 0) (0< 0 < 


0 和 4) 都 是 的 命 一 则 包围 的 面积 等 于 


|， 

所 以 由 中 值 公式 可 知 


4 


由 BayMat 


这 里 用 了 中 值 公式 [zi， 


这 便 是 用 PayMaH 当 Ah->0 时 所 的 数值 . 
易 见 


(注意 : 0) = 0) .及 Ah.7 的 极限 应 当 等 


因此 用 Bomxoa 方法 算出 积 , 当 Ah -> 0 时 ,所 趋向 的 数值 为 


一 
一 

| 

| 

| 
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所 以 面 的 面积 为 


为 了 比较 6a, Bo 与 


得 

9) 20 zx |， (14) 

因此 显然 有 不 等 式 
Bo (16) 


”由 此 可 : BayMaf 方法 比 Bomkoa 方法 精密 ; (ii) 所 求 的 比 正 的 
低 一 些 ) PayMaH 方法 然 ， 取 C, 一 样 简 
化 了 算法 而 双 增 大 了 数值 。 
.现在 来 考虑 Bo 及 5a 的 曲面 , 先 下 面 的 引 
引 理 f(x) 为 区 2] 中 的 复 值 数 ,此 处 5 均 为 实数 , 等 式 


成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 f(x) 的 虚实 部 分 之 比 为 常数 ， 
。 命 = > 而 0(z) 是 实 数 显然 如 果 为 与 * 
- 关 的 常数 , 则 (17) 成 立 ， 反之 ,由 于 


一 2 一 dy， 


因而 若 (17) 成 立 , 则 必 


.cos(0(Cx) 一 三 1， 
部 三 此 引 理 所 需 . 
易 知 对 于 多 重 积分 , 引 理 依然 成 立 , 


2 
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由 引 理 可 知 


成立 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 {(z, 0) 的 卉 实 部 分 之 比 是 常数 <, 旭 得 偏 微分 方程 


换 , 仅 有 适合 这 偏 微分 方程 的 p p(z, 0)， 方法 才能 正确 答案 
当然 要 适合 以 下 的 条 件 : p(z, 0) 一 0 (这 是 制高点 ) 及 p(0， 了 二 Po(0) 《这 是 曲面 的 底 
方 程 

我 们 并 不 解 这 仿 分 程 ,而 从 的 几何 意义 人 ， 把 参 变数 ， 序 


一 pcos0， 一 一 


而 p 是 0 与 的 数 


一 cosb 一 psin0， 一 十 pcosb， 0， 


得 知 在 曲面 上 的 点 (6,z) 的 法 楼 方向 是 “ 
ep 
由 (18) 可 知 它 与 的 点 (6, z) 的 倾角 ) 


一 


一 常数 .也 就 是 ， xy 我 们 来 明 
这 样 的 曲面 的 几何 性 质 ， 

从 制高点 向 .xy 平面 作 任 一 垂直 平面 ， 这 与 曲 面 的 交 有 之 性 这 曲线 上 
每 一 点 的 切线 与 xy 平面 的 交角 为 w。 因 此 , 写 是 一 条 直 和 缕 . 

从 任 一 平面 封 于 曲线 (z) 作 底盘 , 以 任 一 投影 在 盘 内 的 点 (1。) 作 制 高 点 通过 制 高 
点 与 底盘 垂直 的 直线 称 为 轴 . 通 过 (ji) 上 任 一 点 4 作 一 直线 ,- 在 4 与 轴 所 成 的 平面 上 ， 
与 底盘 的 交角 是 K。 这 样 直线 所 成 的 图 形 便 是 适合 Bo = 3 的 图 形 。 

所 以 ,如 果 有 最 高 塞 , 而 且 向 下 看 没有 陡峭 的 角度 ， 旭 仅 有 以 下 的 曲面 才能 Bo = 8: 
在 通过 而 垂直 于 底盘 的 直线 上 图 

通俗 些 说 ,只 有 蒙古 包 ， 金字 塔 和 一 些 由 此 复合 出 来 的 图 形 ， 才能 由 BourkoB 方法 来 无 

限 近 
”但 什么 时 候 Ba 呢 ? 当然 Bo 的 时 候 6a $， 除 面 所 求 的 曲面 ， 还 有 其 
他 曲面 否 :有 明 如 下 :从 


- 、5a=| 
5|Jo 


dz 一 zz =3 


F 
| 
| 
| 


图 10 
因为 积分 号 下 的 国 数 是 非 负 的 。 因 此 对 任 -= 常 有 


因此 当 固 定 时 , z, 6) 的 实 部 分 之 比 是 常数 ， 方程 (18) 中 是 仅 为 的 数 
所 以 仅 有 下 面 的 曲面 才能 6a =- S: 高 程 相同 之 处 ,曲面 有 相同 的 倾角 。 用 通俗 的 话说 ,只 
有 葫芦 , 白 塔 (北海 ) ,才能 由 BayMat 方法 来 无 限 逼 近 . 

现在 我 们 来 估计 一 下 这 两 个 方法 给 出 的 烙 果 的 偏差 情况 . 假定 曲面 上 点 的 倾角 的 余 ， 


] 
由 此 可 得 
因而 


2x ep 
| 


| 因此 
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总 而 诗 之 ， 我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 3， 曲面 p po(z, 0) (0 和 < 71, 0 和 0 上 任 一 点 的 倾角 的 余弦 


成 立 ，Bo = 的 充 要 条 件 是 曲面 的 任 点 相同 的 倾角， Ba 的 充 要 条 件 是 曲面 
在 高 程 相等 处 的 点 有 相同 的 倾角 ， 
6. 算法 建议 


由 定理 3 可 以 看 出 只 有 当 曲 面 上 的 点 的 倾角 变化 不 大 时 ，Bongos 方法 才 能 得 汉 精 砚 
果 ,而 只 有 当 曲 面 在 相 邻 两 高 程 的 点 的 倾角 相差 不 大 时 ， BayMa 方法 才 
的 精 果 ,然而 在 其 他 情况 下 ， ,用 这 种 方法 的 珊 差 就 可 能 比较 大 了 . 

因此 我 们 建议 如 下 的 算法 : :在 等 高 线 图 上 《〈 图 11), 通过 制高点 ? 引进 若干 条 放射 线 


为 与 所 截取 的 一 段 的 长 之 为 


一 


方法 工 a = (等 高 图 在 放射 0 与 之 面积 ); 


0 


图 -11 


1 
Bi =( Ah (中 间隔 板 在 两 直立 墙壁 之 的 面积 之 和 ); 
0 


一 之 十 就 是 所 求 曲面 面积 的 渐 近 值 . 


- 本 十 是 所 求 曲面 面积 的 值 


- 
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与 上 段 相同 的 方法 可 知 和 


(20) 、 


分 别 为 当 oo , oo 时 ,ol 与 趋 近 的 数 (关于 的 定义 参看 (12) 式 ). 


显然 Bo 和 见 410))， 上 段 的 方法 可 知 一 的 充 要 条 件 为 曲 面 为 直 
面 . 于 积 ,所 以 方法 工 最 为 精密 可 
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(复旦 大 学 及 中 国 科学 院 上 海 数学 研究 所 ) 
是 前 [1] 时 射影 空间 So 人 共 网 有 关 的 一 些 质 ， 特别 是 
第 类 共 性 质 我 们 已 关 明 , 当 1 时 ,这 些 性 质变 为 普通 共 和 调和 
， 性 质 这 里 ,很 自然 地 发 生 一 个 问题 : 当 一 个 拉 普 是 另 一 
拉 普 拉 斯 叙 列 的 第 类 内 接 叙 列 时 ， 人 
而 且 最 后 的 一 个 内 接 于 ? 
是 ,第 天 和 图 形 是 可 以 & 个 共 调和 图 形 的 镇 . 
.在 第 2 节 里 首先 叙述 有 关于 第 2 类 共 地 叙 列 的 一 些 公式 ， 以 弥补 前 文 的 不 足 . 对于- 
第 共 同 样 可 以 导 对 应 的 公式 ,但 是 为 超 见 ， 这 里 只 就 第 3 类 共 - 
上 的 果 。 为 了 便于 建立 的 方法 , 法 系 解 的 存在 定理 ,我 们 在 第 3 考 
如 何 从 一 个 第 2 类 共 过 普通 直线 汇 的 共 网 作 图 法 来 导出 第 3 类 共 列 的 
过 程 ,并 应 用 的 过 程 见 第 4 节 ) 求 个 间 型， 方面 于 第 此 
另 一 方面 又 是 原 叙 的 一 个 第 过 共 
最 后 还 要 指出 ， 从 问题 的 解决 同时 也 解决 了 问题 ， 从 一 个 知 的 
找 一 个 人 ,使 前 者 是 后 者 的 第 共 列 我 们 只 要 


$ 2. 记号 和 公 式 : 


上 采用 前 的 配 号 是 的 一 个 已 知 共 网 ;而 且 
附属 于 的 拉 普 拉 斯 (以 下 简称 那 未 有 


一 十 十 25old47， (1) 
# 1 


# 1960 年 12 月 21 日 收 到 
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一 


“其 中 各 法 形式 满足 可 积分 条 
特别 地 导出 如 F 的 公式 : 
- = [eni 一 ， 
一 oz) 一 (2c4 一 一 ; 
现在 考察 列 一 全 第 2 类 共 (X) 和 的 附属 列 其 中 
”进行 顺序 是 与 烈 4 一 致 的 ， 或 者 更 地 说 ,X 在 平面 (4s4i42) 上 ; Y 在 平面 
Xi 在 平面 (454s4) ,等 等 如 前 文 证， 
Y = rd 一 
奖 得 这 些 数 和 所 的 法 方程 : - 
到 外 导 的 小 去， 那 获得 
2 
一 wz) 一 一 einz 一 一 r(224- 一 一 oz] 一 
上 


为 了 找寻 点 的 坐标 ， 我 仍旧 治 用 分 别 表示 沿 w 一 0 和 0 的 微 


“ 
- 
2 
一 
一 一 一 一 一 > 
一 


一 
一 


-这 里 我 们 已 


根据 前 的 定理 ， 这 就 是 所 求 的 点 


、 假 是 列 4 的 第 类 ,其 中 1。 在 直线 的 射 
XY 上 选取 这 样 的 点 X, 使 画 成 共 (oi = = 0),， 也 就 是 使 这 网 与 直 Txy 
共 ， 按 照 已 知 的 定理 , 沿 的 拉 普 拉 斯 变换 点 必须 落 在 直线 YY: 之 上 上 可 是 
和 分别 是 三 [.43414244， 和 Stt 三 的 点 ， 为 拉 
普 拉 斯 变换 ,所 以 (… 一 定 是 烈 4 一 个 第 类 共 我 们 
称 叙 X 为 叙 烈 X 第 一 延 拓 
”上述 的 烙 果 也 可 以 用 直接 的 验算 加 以 证 实 . 为 简便 起 见 ， 仅 考 察 丰 = 2 的 情况 ， 且 从 
- ”而 应 用 前 节 的 公式 进行 计算 ， 这 样 做 ,还 有 一 个 好 处 ,就 是 为 下 节 所 也 的 供 入 定理 的 证 明 
准备 了 条 件 ， 

.我 们 的 问题 是 寻 两 个 和 得 


从 (9 和 (16) 得 出 ， 和 
十 + a)4 十 (r 一 


由 于 这 些 点 必 0 把 (19) 和 (20) 代 进 (18) 之 一 ， 例 如 《18)》 井上 比较 两 侧 关于 


= 的 对 应 系数 ;首先 从 得 出 0)m 0, 就 是 表示 
的 方向 ;其 和 的 得 到 


又 从 导 出 的 方程 都 


最 后 ， 利用 (22) 检查 边关 于 系数 ， 等 价 的 
同样 对 (18): 进行 类 似 的 计算 ,除了 az， 表示 方向 0 和 两 形式 - 为 


- 而 外 ， 仅仅 得 到 (22) 的 类 似 方程 3 


> 
.了 一 十 1 一 十 一 一 《21) 


一 来 , 了 是 原 亿 4 的 二 个 第 3 类 


大 问题 - 
了 前 的 题 ,为 方便 起 见 仅 考察 第 3 类 共 的 情况 ， 
所 采取 的 方法 仍旧 适用 于 一 般 的 第 共 . 
定 了 一 个 第 3 类 共 列 ,其 中 
而 且 数 都 是 已 知 
.把 和 的 (25Y 代 到 (26] 的 两 并 按照 (1) 改 写 各 方程 的 左边 两 边 的 对 应 
” 数 比 较 之 后 ,获得 关于 (25) 和 (26) 中 的 系数 以 及 法 甫 形式 的 一 柔 烈 条 件 . 首先 从 (26) 导 . 


《287 | 

大 (26)， 同样 可 以 导 由 类 似 的 关系 式 . 由 于 (25)， 中 的 各 系数 的 比值 是 主要 的 ， 对 其 

中 一 个 例如 5 添上 某 些 条 件 . -为 了 下 的 起 我 们 假定 5 和 另 一 辅助 


人 


(29) 
我 改写 所 获得 的 关系 式 为 所 要 的 形式 : 
3wH 一 一 wll 一 


一 2 一 河 
44 
下 | 


我 们 的 问题 是 : 能 不 能 一 个 第 类 共 列 使 得 原 的 


7 


变 为 的 共 呢 ? 如 可 能 ,二 X 必须 决定 于 方程 (9)， 印 


人 三 了 
少 


”我 们 只 证 明 ， 由 [37) 和 决 定 的 天 数 满足 方程 (22) Lio)， 


32) 导出 的 列 方面 是 以 定 的 的 第 1 类 
- 共 烈 的 ; 另 一 方 面 本 身 双 是 列 第 2 类 共 列 
实际 上 ， 按照 (29)2,(28): 和 和 (35) 易 明 


(28)， (29) 和 (35) 又 可 同样 ， 从 和 (35) 导 


(31) 


且 关 和 决定 于 方程 (17)， 
”这 样 ， 比较 (25) 和 (19)， 的 果 , 便 有 


本 
| 
| 
了 
| 
-~ | 
| 
1m 
= 
| 
- | 
[| 
| 
-~ 
= 
-~ 
一 


当 是 定 的 时 候 ， 决定 于 法 方程 (29， 而 且 其 
. 他 数 按 (37) 和 (38) 都 跟着 决定 了 ， 所 以 嵌入 的 列 
和 一 个 变数 的 两 个 住 意 画 数 有 撩 的 ， 
以 上 的 方法 也 适用 于 第 类 列 {.…3 的 情况 过 ) 回 逐 


之 后 ;我 获得 一 个 第 一 类 共 列 ， 是 和 一 个 变数 的 个 任意 数 有 关 的 - 
这 样 一 来 ,我 们 证 明了 - 


4 的 一 个 第 关 共 关 是 已 定 的 ， 这 里 > ?之 


[1 ] 苏 步 ,关于 高 射影 共 研究 ( ), 数 学 学 报 9 (19597，446 一 454. 
[ 2 ] 步 青 , 关 于 高 间 共 的 一 个 注 纪录 (新 )，3 《1959),359 一 362。 


共 叙 列 ,使 每 两 个 相 邻 叙 列 构成 第 一 类 共 关系 . 
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《中 国 科 学 院 数学 研究 所 ) 
; 人 的 策略 空间 是 得 数 是 刀 ESi， 
学 期 望 NiashG5] ,策略 一 称 为 对 策 {S， 这 } > (这 


、 策 略 的 。Nash 关于 对 策 一 条 基本 定理 如 果 一 都 是 有 限 集 , 而 3# 是 所 有 
可 能 的 讶 合 策略 的 集合 , 则 对 策 的 平衡 局 势必 然 存 在 . - Glicksberg 1 便 将 此 定理 推广 至 下 : 
形 : s: 都 是 Hausdarft Sy 是 上 所 有 Borel 所 成 域 上 一 切 正则 概 
的 集体 ， 面 五; 都 是 积 空间 三 上 的 连 数 
-在 Nash 与 Gticksberg 的 情形 中 ,( 刘 含 ) 策 略 的 选择 与 改变 因 之 都 是 任意 的 :但 车 假 
策略 的 选择 与 改变 都 受 有 某 种 限制 则 应 更 接近 于 现实 本文 目的 在 讨 种 所 请 
活动 受 限 制 下 的 对 策 的 在 衡 局 势 ,这 种 对 策 的 精确 定义 见 $8,- 如 本 文 所 示 ,这 种 对 策 的 


-下 局 势 可 以 不 存在 而 决定 下 存在 与 否 的 主要 因素 应 是 活动 限制 区 域 


综 复 厅 的 关系 ,而 与 策略 空间 本 身 的 复杂 程度 无 关 ， 特 别 在 Nash-Glicksberg 司 形 下 所 以 
刻 保 让 平衡 局 势 的 存在 ; 正 是 因为 限制 区 域 十 分 简单 的 原故 ;这 时 的 限制 区 域 事实 上 只 有 
一 个 : 朗 各 对 策 考 的 对 策 空间 全 部 ,虽然 这 时 的 对 策 空间 本 身 可 以 是 任意 Hausdorfft 复 紧 
中 主要 定理 的 证 明 着 基 于 Kakutani 定点 定理 推广 的 通常 推理 但 这 里 需 
用 到 代数 拓扑 中 远 为 的 工具 ,对 此 可 ]. Leray 原著 关于 ， 我 们 主要 
引 征 [2] 一 . 


; 测度 的 支柱 


在 B(X) 上 的 任 一 正则 概率 们 将 以 所 有 点 *《 X 的 集合 ,对 这 些 点 


196t 年 1 月 6 日 收 到 。. 


。 
< | 
<^ 
| 
一 
一 | 
| 
| 
一 
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3) 对 包含 的 任意 开 集 有 


十 这 里 上 任 丙 正则 测度 ， 8 是 


因 是 开 集 或 [站 于 , 而 1) 得 


F 二 因 对 任 一 与 相 的 邻 域 有 0. 由 定义 有 


xE 故 一 方面 ,车 * 有 含 的 开 集 。 使 因 之 对 


”而 2) 得 


命 任 一 包含 的 开 集 由 定义 与 1 对 任意 有 的 开 U。 使 
Dz) 0 与 = 这 些 的 全 体 构 成 X 一 一 个 开 复 X 是 复 紧 


的 ， 故 复 紧 的 ， 因 之 有 有 限 一 一 1 一 使 已 足以 构成 


3. 支柱 在 一 指定 集合 中 的 机 率 测 度 集 
Hausdorff 复 紧 空间 而 B(X) 为 X 一 Borel 集 所 成 的 c- 域 。 对 于 B(X) 
-上 任意 正则 可 数 加 的 有 界 集合 数 命 X) 为 在 X 上 的 变量 ， 定义 如 


sup 展开 3(X) 中 一 加 个 不 相交 集 之 上 ， 在 范 数 


alE= X) 之 下 ,BCX) 上 一 转正 则 可 数 加 有 界 集合 数 所 成 的 线性 空间 自然 形成 
Banach 空间 作 记 民 一 切 有 所 成 Banach 空间 为 C(X) ,其 范 


数 为 sup。 | 于 是 由 Riesz 表示 定理 ， 与 C(X) 的 共 空间 C#(X) 在 


对 下 构 ， 这 里 


拓扑 空间 ， 基 由 以 下 所 和 构 


。 
48 数 
- 
一 
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一 一 
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1 
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1 期 ” : 活动 受 限 制 下 的 非 协作 对 策 


PE RCX)，4 .CiCCX) 有 限 , 而 > 0 都 任意 .我们 知道 是 一 个 局 部 的 


”Hausdorff 拓扑 空间 例如 [21V.3) 


- 


下 述 断 言 ， 员 很 简单 ,但 在 本 文中 烃 常 用 到 ， 故 仍 明确 天 达 姑 : 讽 


. 一 点 , 且 对 R“(X) 的 拓扑 构 而 言 , 这 个 的 
” “证 之 如 下 : 静 C 为 RIX) 中 的 子 凸 集 而 mm 为 C 的 一 个 定点 ; 对 任意 AEC 与 


《Ka 与 在 .R"(X) 中 的 一 个 邻 域 Nu 8) = 一 


fE M>0 为 了 取 有 限 集 中 一 切 数 时 较 | 一 的 最 大 值 为 大 的 一 - 
个 数 ， 考 (pa X [0, 1] 中 的 一 个 邻 域 下 : 


-一 


考 中 的 一 个 子 集 以 表 BC(X) 上 支柱 [ojc F 的 一 切 正 则 概率 
度 所 成 的 集合 . 我 们 将 与 扑 , 使 之 如 拓扑 的 子 空间 
下 述 引 理由 定义 与 上 述 断 言 甚 显然 . 
引 理 1. 对 和 任意 子 集 集合 ) 是 一 上 ( 对 的 
因而 可 地 成 一 点 (对 的 而 )， 
对 的 两 子 集 Fi， 有 
证 对 任意 xE 取 x 的 开 集 7 
一 
Urysohu 引 有 上 ， 或 使 在 了 -上 0， 在 一 
-对 任意 6 命 6) 为 中 的 下 述 邻 域 : 


| 
。 
“7 
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一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 - 一 一 一 一 -一 
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-一 一 


因 > 0 是 任意 的 故 有 MD-) = 0， 因 xEF 是 任意 的 故 有 或。 
pem(F)。 这 证 明了 是 zx(X) 的 集 而 得 本 引 理 
引 理 3，m(X) 是 的 ， < 
这 里 到 号 拓 扑 空间 中 的 于 是 引 理 相当 于 
上 的 一 个 正则 调度 ,或 明 以 下 二 点 已 足 : GD) KB) > 此 处 
BE BCX) 在意; ACX) 
故 有 一 开 集 0 


/ 


了 9， 而 在 X 上 0 和 于 是 有 


试 取 一 个 邻 域 N 下 
这 里 < 因 故 有 于 是 


2 0， 
-但 这 与 相 , 因 之 与 0 相 违 
由 此 知 对 中 任意 集 有 ) 0， 届 并 ACE) < 0， 


“正则 ; 故 [2] 5.11 有 一 开 集 与 一 集 C ， 使 < 这 
里 CEB3(X) 任意 ,只 须 特 别 有 一 


一 ) < 但 因 于 ,前 已 知 其 不 可 能 . 地 得 


一 
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活动 受 下 的 非 协作 对 策 


一 


至 此 理 证 毕 

命 为 拓扑 空间 中 的 单位 球体 : 
根据 Aloaglu 的 一 个 定理 (参阅 例如 [2] V4.2) , 视 村 为 拓扑 空间 R"(X) 的 一 个 子 集 时 ， 
是 一 复 紧 集 。 因 (X)C ,而 是 的 集 ( 引 理 3)， 故 mo(X) 是 
R“(X) 的 复 紧 子 集 ， 因 对 任意 X 的 于 是 的 于 故 有 下 面 的 


对 X 的 任意 集 集 zm(F) 是 拓扑 空间 R“(X) 中 的 复 紧 开 


4. 支柱 从 属于 复 盖 测度 集 
Hausdorff 复 紧 空间 ， 而 B(X) 为 一 切 Bordl 集 所 成 5- 域 如 前 对 X 


任意 子 集 在 $ 3 已 定义 为 上 使 支柱 的 一 切 正 则 概率 测度 所 


成 的 集合 ， 之 为 拓扑 空间 的 子 考 的 一 个 有 限于 复 -{Piy 
1 和 所 构成 定义 ) 为 (X) 桂 至 少 全 于 


一 


定理 ， 对 于 有 限于 复 2 一 空间 的 子 多 ) 
有 以 :下 诸 性 质 : 
( ) -zz( ) 是 Re(X) 的 复 紧 集 
(Civ) 复 多 的 复合 形 ) 是 连通 的 , 则 多 ) 是 Teray 意义 下 的 
空间 
性 质 直接 得 自 $3 中 的 2， 3. 与 为 与 就 先 重 
Leray 的 若干 定义 如 下 . 
按 Leray， 复 紧 间 的 一 介 盖 称 为 是 型 的 ， 如 果 以 
(a) 复 盖 中 的 每 一 集合 是 于 的 且 是 “简单 "的 ， 后 者 塌 指 具有 与 “个 点 相同 的 Cech- 

(b) 复 盖 中 任意 有 限 多 个 集合 的 交 或 旭 是 空 的 ， 或 则 是 简单 的 ， 
又 依 Leray, 一 个 空间 是 凸 型 空间 , 如 果 是 Hausdorff 复 紧 的 束 通 空间 ， 且 具 有 一 个 
型 复 盖 , 除 以 上 (a) 与 (b) 外 足下 述 性 质 (c): 
为 其 内 点 ， 


3 


一 | 
| 
* 
ww 
4 
| 


在 R"(X) 中 有 的 邻 域 与 所 有 不 相遇 因 R"(X) 已 知 是 


此 定义 与 $ 3 的 引 理 1 即 得 其 (ii)。 为 明 (iv), 先 注意 是 
复 紧 空间 ， 且 因 天 连通 而 wm(. ) 也 是 连通 的 今 考察 任意 上 
为 复 中 包含 的 支柱 的 合 全 体 ; 因 每 一 m(Pi) 都 是 R“(X) 的 于 


局 部 凸 的 ; 在 这 些 邻 域 中 必然 有 存在 . 命 为 R"(X) 中 与 一 切 
不 的 于 邻 城 的 全 体 双 命 为 中 由 中 集合 与 

的 交 所 构成 一 切 子 集 的 全 体 ， 于 是 对 于 一 切 上 6Em(Z),: 所 有 DC(z) 中 集合 的 全 体 忆 构 

”成 空间 m(. 的 一 个 于 具 有 使 ) 成 为 凸 型 空间 的 性 质 (a)，(b) 与 (00，(c) 
立 是 由 于 构成 中 的 一 个 邻 域 系 (a) 是 因为 中 每 一 集合 了 都 
是 于 因而 也 是 简单 的 而 是 因为 任意 有 限 多 个 上 | 的 ， 必 然 也 是 于 的 因 
,就 是 简单 的 


与 BCX) 如 前 命 为 任意 定数 . 对 的 任意 集合 FE 将 BCX) 
上 使 的 所 有 正则 测度 所 成 的 集合 在 > 显 为 空 集 在 
工时 为 $3 中 的 集合 m(F). 在 < 0 时 ,mc(F) 与 在 一 ， 
般 情形 ， 可 解 为 .B(X) 上 使 w([alnF) > 的 一 切 正则 概率 测度 所 的 集合 
引 理 1， 集 合 mw:(F) 有 以 下 性 质 : 
在 < 和 时 ， 与 zz(X) 相同 ; 因而 是 空间 ) 中 于 紧 集 
-( ) 在 c 和 ， mc 对 RCX) 的 构 是 ， 且 在 R“(X) 的 拓扑 下 
可 地 成 一 点 - 
由 定义 直 得 出 (大 3). 
引 理 2. (iD 在 空间 _R“(X) 中 的 开 包 为 于 中 R“(X) 的 一 “一 
个 复 紧 集 . 
著 是 于 , 则 me(F) 是 空间 R“( 中 的 紧 集 ， 
因 且 由 5$3 中 引 理 3 定理 (X) 是 R"(X) 中 的 复 紧 集 
(CEICm(X) 且 是 R"(X) 中 的 复 紧 集 这 了 为 证 明 ( 0<c<<il,F 
是 的 于 而 五 于 是 由 (iD，> 是 一 正则 概率 调度 ， ”6mx(F); 则 有 YF) < 


使 
_ 是 有 


与 F 都 是 不 相遇 , 有 X 上 的 连 数 1 使 在 C 上 = 1, 在 F 上 = 0， 而 在 
e 一 1+e>0 在 Re(ZX) 中 的 下 述 邻 域 : 


- 
11 
学 
= 
-和 


一 一 c。 


或 的 情形 旭 甚 显然 


之 为 空间 的 子 空间 . 

定理 .. 每 一 数 ci 0 且 - R“(X) 的 子 空间 具 
有 以 下 质 : 

《i) ) 是 Re(X) 的 集 

) 是 的 复 紧 集 

复 

) 是 连通 的 , ) 是 Leray 意义 下 的 型 空间 、 


和 的 复 的 合 同 构 . 

关 于 一 (iv) 证明 与 $4 的 引 理 相仿 ， 为 证 (); 先 注意 在 对 应 
对 此 有 


而 疡 在 此 交集 中 , 则 由 引 理 1 (iv) 有 


we 
一 
一 
- 
| 
| 
- _ 
} 
< 
[ 、 
- | 
_ 


- 
”由 此 得 ci 一 工 与 违 ， 这 明了 ) 与 同 构 
$6. 多 映 象 的 一 致 


与 


是 Hausdorff 复 紧 空间 X 到 Hausdorff 复 紧 空 Y 的 一 个 多 值 映 象 积 
X X YY 中 由 一 切 使 (x) 的 所 成 的 子 集 称 为 的 图 形 , 将 以 G(T) 表 之 


如果 :6G(T) 是 X Y 的 于 , 则 为 开 . 象 了 将 称 为 一 ， 如 果 对 任意 - 


引 理 ， Hatsdorff 复 紧 间 到 复 紧 空间 多 了 是 也 - 


一 致 于 的 ， 则 对 任意 X x Y 上 的 连续 画 数 户 由 ” 


所 定义 的 X 到 Y 中 的 映 象 77 是 一 个 闭 映 象 . 


.由 因 (xz， 故 有 (z EG6T1) 使 对 此 z- “ 


) 里 


与 前 式 相 因 之 或 GCT7) 是 y 的 是 的 。 


4 
_ 
一 
| 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 
1 
一 
- 
一 全 
严 
= 
- 
一 
r 


Pr 


7. 关于 多 象 的 几 个 定理 
对 于 Hausdorff 复 紧 空间 以 (X) 表 在 有 理 数 域 上 的 同调 环 


间 将 称 简单 的 (或 更 准确 地 对 于 有 理 域 的 系数 的 )， 如 果 与 一 个 
-点 有 相同 的 上 同 


在 以 后 将 用 到 下 面 两 个 一 般 的 引 理 . 
引 理 1 (Leray) Hausdorff 复 紧 空间 X 有 一 在 'Leray 意义 下 有 限 的 开 


空间 -的 复合 形 N 有 同样 的 上 同调 环 :ECX) HCV). 特别 有 


引 理 2 (Vietoris-Begle)o. Hausdorff 复 和 Hausdorff 复 紧 空间 


的 一 个 映 象 使 对 任意 是 简单 的 映 象 《Y) 


今 是 复 紧 空 间 的 两 个 过 象 这 里 对 任意 
都 是 简单 的 因 是 的 ， 故 上 同调 环 有 一 有 限 基 为 
和 委 ao 为 相应 数 ， 由 上 面 的 Vietoris-Begle 定理 ， ECX) 也 有 -- 有 


限 基 由 p#(Z? ) 构成 ,这 里 9*#: (Y) 一 出 由 此 得 


为 )。 


定理 A。 为 HausdoiE 复 紧 空 间 到 型 空间 的 象 并 对 任 


接 得 出 
定理 B. 是 复 紧 空间 Hausdar 复 紧 空间 的 一 个 连 


对 任意 yEY，9-(y) 都 是 简单 的 。 于 是 4(9， 9) X(Y)， 这 里 XCY) 指 Y 的 


Euler-Poincare 示 性 数 . 
今 届 工 是 凸 型 罕 间 了 到 自 身 的 一 个 多 值 映 象 ， 具有 以 下 二 性 质 : 
(iD 对 任意 .7?EY， (7) 都 是 的 


今 记 了 图 形 Gk7') 为 X， 到 了 的 两 个 投影 定义 X 到 的 个 如 下 : 


的 图 形 X 一 G(T) 是 的 于 ， 因 之 复 紧 因 对 


一 与 在 同 拓 而 是 简单 的 故 数 ) 有 定义 我 们 
定义 


= 


一 
。 
| 
| 
- 
~ 
二 
- 
一 
《9， 
~ 
一 
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定理 是 凸 型 空间 Y 到 自身 的 一 个 多 值 映 象 对 yEY， 都 
4(T) 0， 则 了 有 一 定点 ， 有 一 点 yEY 使 yET(y)， 
和 一 与 映 象 : 一 如 前 : 因 4(T) 0， 故 依 
“定理 .D. 了 是 型 空间 到 自身 的 同 映 象 则 = 
让 这 由 定理 B 直接 得 出 . 

定理 是 凸 型 空间 了 到 自身 的 两 个 多 值 象 , 
(i 有 一 Y=YX[0,1] 到 多 值 于 象 使 了 (y， 这 里 一 
而 (y X ziE[0, 1]. -- 

都 是 简单 的 . 于 是 = 
” 同样 Xx 到 的 自然 映 入 为 0， 任 取 的 一 个 基 ， 
0， 都 是 的 基 ， 今 有 


这 里 


-” .48. 对 策 的 定义 与 主要 定理 


人 和 对策; 第 人 的 策略 为 3 赢得 夯 为 

1， 我 们 将 S; 都 是 Hausdorff 复权 ;而 都 是 X X 上 的 
连 数 。 对 每 一 多 {F 是 它 的 一 个 有 限于 ，B; 是 S; 上 一 

切 Borel 成 的 域 , 而 {c {ca 是 一 且 和 的 数 如 85 所 

定义 ， 命 一 为 上 使 至 少 对 一 指数 ), ;有 的 一 切 
正 测度 的 集合 ,具有 由 拓扑 空间 R 一 所 引出 的 拓扑 


< 


- 
二 
-一 
。 
一 - 
- 
= 
~ 
- 
、 
会 


今 对 每 一 1， … 考 到 自身 的 多 值 
(让 是 的 也 是 一 致 的 : 
策 者 集 ， 将 称 为 一 个 活动 受 限制 的 对 策 . - 复 8 中 的 开 集 了 人 的 活动 区 


为 其 收 变 区 域 ,而 cn 为 其 集中 度 考虑 对 策 对 


则 概率 测度 的 积 测度 ， 我 们 将 称 为 对 策 工 的 让 扩 充 并 称 


x 为 或 的 一 个 局 势 , 如 果 对 任意 Eri( 有 


复合 形 的 Euler-Poincare 示 性 数 为 数 将 称 为 对 策 的 示 性 


主要 定理 .活动 受 限制 的 对 策 了 在 所 有 


， 又 

因 r; 是 的 , 故 @(p) 是 非 的 因 又 是 开 , $ 6 前 引 ， 的 
造 而 ). 而 且 , 因 为 ri(m) 是 凸 的 且 含有 故 地 同人 S* 到 的 同 映 
人 由 此 从 $7 的 定理 也， D 得 
CO)， -一 4 一 一 

又 由 $ 7 的 引 理 1 与 前 

之、 


的 定理 C ,应 有 一 -点 这 一 点 为 对 策 的 一 个 局 
而 定理 得 证 、 : 
工 , 则 活动 受 限 制 的 对 策 T = { ， 局 ， 


二 - 
~ 
| 
所 
] 
天 


此 得 本 
推论 2. 每 一 仅 一 个 集合 自身 所 构成 ， 划 活 动 受 限制 对 策 FT. 人 

“推论 3 对 策 《1， 中 的 都 是 Hatis- 
dor 复 紧 空间 而 都 在 3 三 SI X 上 连续 , 则 T 必 有 平衡 局 势 . 
证 。 因 对 策 工 可 鹿 为 一 个 活动 受 限制 的 对 策 ， 其 中 每 一 多 ,只 由 一 个 集合 序 3， 自身 
”所 构成 ,每 一 = 1 ,而 对 每 一 有 三 和 

N; uler- Poincarc 数 和 一 等 


2 
里 表 从 下 无 公共 交集 的 一 切 十 1 的 个 数 关 之 个 
由 复 盖 .Z-, 的 诸 于 集 相互 间 的 关 率 所 确定 的 数 ， 故 推 葵 1 的 断言 是 : 只 须 策略 的 选择 充 
分 集中 , 且 活动 区 域 的 相互 关 0 与 连通 性 的 数 ， 能 保证 平衡 局 势 的 存 
在 .推荐 工 则 指出 ， 如 果 策 略 的 选择 不 受 任何 限制 ， 则 平衡 局 势必 然 存 在 , 而 与 策略 空间 
的 构造 及 策略 的 改变 区 域 无 关 ， 如 果 策 略 的 改变 也 不 受 任何 限制 , 序 得 Nash-GHicksberg 


定 (推荐 另 一 面 ， 简单 的 例子 见 $ 9 的 例 ) 指 如 果 = 0, 那 末 即使 策略 


-其 很 简单 以 至 只 含有 有 限 个 点 ,平衡 局 势 也 不 必 存 在 ， 因 之 ,我们 的 定理 说 明 : 


$9， . 


定义 一 只 有 两 个 人 的 活动 受 限制 对 策 F 
14. 赢得 数 与 尼 各 如 下 所 示 


1 


6<a<B<yY， 


N 
| 
= 
一 ”一 一 一 
| 
| 


忆 一 数 一 132， 将 取 作 都 > 0 二 的 相等 这 里 


的 并 将 假定 接近 于 于 是 空间 :3 1 2， 可 为 各 由 点 与 
所 构成 ,这 里 的 各 以 下 不 等 式 


> 
二 1 
=1 


cei 才 ( 一 
2 二 十 (1 一 去 
cdj 十 《1 一 
样 亦 由 类 的 等 式 所 定义 ,只 是 在 以 上 各 中 都 易 为 相应 的 .对策 者 I 与 
的 所 有 合 策略 所 成 的 空间 于 是 可 为 四 面体 了 Tv 与 了 其 顶点 各 为 4， 
与 < 4。 于 是 是 工 在 四 楼 周围 的 某 一 部 分 ， 这 一 部 分 
边界 系 由 四 个 平行 四 边 形 与 其 他 8 个 梯形 所 
”构成 ,这 些 梯形 两 两 在 四 面体 Ti 的 四 个 面 上 我们 将 以 4, 表 在 
近 的 四 个 角 , 对 此 C 系 由 以 F 诸 式 所 定 : 


N% 
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| 
a 
《 
, 
_ 
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现在 再 定义 对 于 的 改变 区 域 rm(P)， 使 除 满足 、 于 与 -至 以 及 包含 
-自身 的 一 些 要 求 外 , 足以 下 件 : 

neint 不 在 任 一 段 上 时 ，1 


)。 因 之 我 0 充分 楼 近 于 1 值 5 B,7 


术语 曾 的 大 小 关系 与 不 等 式 〈1) 一 (4) 所 示 考 相同 * 例 如 : 
)， 而 2, 3 4 任意 。 今 P, 与 各 为 多 角形 


同 假 届 上 有 平衡 局 将 依照 的 值 区 别 几 种 不 同 


情形 来 证 明 这 不 可 能 . 
改变 区 域 的 在 这 时 对 Pi 上 的 某 一 邻 域 中 的 任 一 有 - 
同样 对 上 的 某 一 中 的 任 有 


多 
二 
乡 
11 
A 
一 一 一 
二 
4 
4 
一 
| 
[| 
一 4 
一 


和 


一 


图 图 2 
情形 工 2 0. 
这 时 (5) 对 于 Pi 上 必 的 革 一 邻 域 中 的 任意 各 仍 应 请 足 如 前 至 了 于 (6)， 则 只 在 
或 仍 应 对 上 的 某 一 邻 域 中 的 任意 都 满足 . 因 
-的 平衡 局 势 如 果 存在 , 必 须 一 方面 位 于 图 1 的 中 的 
水 平 线 这 样 的 平衡 局 势 只 可 能 是 
”得 我 们 有 

PCaiy 一 上)(28 一 7 一 0， 

因 故 上 一 不 等 式 ) 《2 等 也 不 能 是 
- 衡 局 势 . 故 在 这 一 情形 中 没有 在 衡 局 势 . 
这 一 情形 中 在 X Pa 上 的 平衡 局 应 位 于 图 中 的 上 又 位 于 1 中 


天 
一 
| 
~ 
只 
人 
_ 
- 
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如 前 一 的 可 能 性 是 以 下 16 个 


上 4 于 Sur 1la forme des :espaces topologiques et 'SUr les points fixesides repreksentationsy Ge 


于 (五 , 页) 


I. 工 .Glicksberg,-A further generalization of the Kakutani fixed -point theorem，with 


在 情形 马 可 能 ， 而 点 

在 情形 中 又 其 不 可 能. 其 余 要 的 点 是 : - 
于 是 

等 等 由 此 得 “ 充分 近 1 时 

因 故 不 能 是 一 个 平衡 局 势 点 《2， 《aa， 与 为) 也 是 
如 
对 于 点 
由 此 得 * 充分 接近 于 1 

迷 上 可 只 须 c 充分 接近 于 - 1， 我 们 的 活动 受 限 制 对 无 平衡 局 势 ， 虽然 每 


E.G， Begle， The Vietoris mapping theorem for spaces， of 51 (1950)，534 
一 543. 
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N 


一 
= 
严 二 - 
- 
4 
一 
| 
| 
、 
一 
一 
~ 
一 
| 
一 


第 11 第 1 期 Vol 11， 
1961 年 3 月 ACTA MATHEMATICA SINICA March, -1961 


方法 在 中 的 应 


中 共 北京 市 委 农村 工作 的 下 ,中 国 科学 院 数 学 研究 所 、 所 
国 科学 技术 大 学 北京 师范 学 院 、 北 京 农业 机 械 化 学 院 ,、 北 京师 专 ,北京 工农 师 院 等 七 个 草 “- ” 
的 部 分 师 生 , 了 北京 市 郊 的 麦收 工作 这 工作 的 着 眼 点 在 于 试用 数学 方法 求 
定 最 省 的 打 场 址 的 。 工作 中 也 到 了 不 少 其 他 可 以 运用 数学 方法 来 
理 的 题 是 由 这 工作 的 技术 中 儿 段 而 写成 的 ; 在 方法 和 
就 得 简单 一 些 ,对 委 待 应 用 而 在 数学 上 感觉 困难 的 读者 ,不 妨 将 证 明 赂 去 不 苇 ， 
打 场 选 址 问题 一 般 出 现 了 两 个 类 型 ， 种 是 另 散 片 的 麦田 合 一 个 打 的 
题 , 也 就 是 首先 由 曲阜 师范 学 院 所 处 理 过 的 桨 葡 串 型 的 问题 ;而 另 一 种 是 大 片 麦 田 的 才 场 
-地 慎 问题 , 我 们 将 介绍 这 两 种 类 型 麦田 的 处 理 方法 。 在 处 理 的 过 程 中 也 出 现 了 另 一 类 型 
-的 极 值 问题 。 我 们 知道 , 康 觅 洛 诺 蕉 奇 - 西 奇 柯 克 类 型 的 运输 问题 可 以 描述 成 为 :有 固定 
的 收 点 ,发 点 和 固定 的 道路 , 求 出 最 径 济 的 运输 方案 ;而 葡萄 串 型 的 麦 场 选 址 问题 , 则 可 以 
描述 为 : 有 了 固定 的 发 点 和 固定 的 道路 来 寻求 最 好 的 收 点 使 运输 力 为 最 烃 济 的 问题 ， 因 … 
_ 而 也 启发 了 以 下 的 问题 : 有 了 固定 的 发 点 ,寻求 合理 的 收 点 ,及 修 贷 合理 的 道路 问题 : - 例 “ 
和 了 三 个 , 喷 量 各 为 wii; 我 们 寻 一 地 点 建立 炼油 厂 井 修筑 泪 使 泪 
-区 最 害 的 问题 ,本 文中 也 附带 提供 了 解决 这 一 问题 的 一 个 方法 ， 
数学 方法 的 优点 是 在 于 普 性 及 抽象 性 , 但 在 应 用 时 必 的 条 件 
-进行 必要 的 修改 才 解决 问题 上 出 的 最 优 的 打 不 一 定 就 是 合适 的 打 
- ,在 这 作 中 我 们 发 现 还 必须 考虑 到 五 个 因素 :水 地 、 土 交 风 “水 "是 指 必 
须 近 水 源 , 这 对 场 , 消防 都 有 利 . “地 "是 指 地 势 , 地 低洼 所 在 , 一 雨 的 地 不 
得 .“ 士 "是 指 士 质 , 沙 地 建 不 好 场 .“ 交 "是 指 交 通 , 归 仓 , 工厂 等 等 的 运 
” . “ 风 是 场所 需 ; 但 双 须 防止 大 风 的 可 能 性 ， 总 之 ， 合 实际 ， 
的 最 优 方 案 才 是 芙 正 的 最 优 方 案 、 
“在 工作 过 程 中 还 遇 到 了 三 种 其 他 方面 的 问题 ， 首先 是 自 于 一 大 二 公所 产生 的 公民 的 
全 规划 题 。 不 社 提 出 了 整个 公社 的 规划 其 是 劳动 题 ,能 不 能 运 ” 
工业 上 的 验 来 农业 劳动 ， 这 两 个 问题 大 家 做 了 些 极 初步 的 工作 ， 这 准备 
. 第 二 题 就 是 估计 产量 的 我 们 发 现 了 以 往 人 的 原因 ， 并 指 


志 指正 . 


~ 
一 一 一 


并 5. 所 处 理 的 问题 是 道路 无 环 的 情况 . 在 这 作 中 我 们 作 了 的 简化 ， 
下 口 第 一 部 分 就 是 处 理 的 无 的 情况 : 


无 道路 有 环 ， 法 有 不 同 
各 ， 每 一 段 ， 果 一 一 算 
最 小 的 进 一 
然后 照样 算 ; “| 最 优 可 立 断 . 
假定 我 们 有 以 下 的 地 及 图 (图 1): 
. 


这 图 我 们 _ "操作 图 ", 把 地 当 作 下 仍 称 为 产 量 作为 
这 一 点 上 ， 地 和 道路 都 称 为 站 ， 画 一 小 表 站 , 号 码 。 站 注 上 


各 , ,其 中 最 小 的 是 小 进 一 站 "把 3 万 斤 加 在 @ 上 得 图 3: 
”现在 的 各 映 是 @ ,四 ,@,@, 而 @ 的 产量 5 万 最 小 ;四 进 到 @ 得 图 4: 


再 用 此 法 逐步 得 图 5: 
图 
由 此 得 出 , 打 才 在 @ 处 
如 果 道路 图 上 有 现 ,例如 图 6: 
@ 
5 万 
@ 一 @ 的 一 段 得 图 7: 


更 一 加 的 一 应 在 @， 运 需 
、 X6+7X3 5X3 66( 万 斤 里 ).: 
种 运 法 进行 比较 ， 第 一 种 65 万 里 最 少 ， 因此 应 当 @， 且 用 


这 就 是 第 二 、 第 三 段 义 
从 最 简单 的 情况 起 有 两 站 ; 


- 
。 
人 
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图 
我 们 ， 在 @ 或 @ 之 间 都 没有 在 好 各 果 在 @ 或 
@ 之 间 , 那 么 除 @ 以 外 的 各 站 的 去 子 都 要 沟 过 @ 运 到 才 场 ， 因 此 根据 上 述 特例 的 讨论 , 把 
场 在 @ 一 定 把 场 @ ,@ 之 要 好 ， 这 就 是 ,@ ,@ 之 不 宜 建 场 这 
样 的 麦子 进入 才 一 定 过 因 此 将 @ 的 产量 到 @ 之 后 场 的 问题 和 不 以 前 - 
完全 一 样 ， 因此 归 的 最 好 也 是 没有 归并 情况 的 最 好 
就 明了 口 第 一 部 分 
这 就 了 口 的 其 余部 分 . 
在 开始 的 仅 有 两 站 的 情形 ;如 果 两 站 的 产量 一 样 ， 难 场 在 连接 
站 的 道路 所 总 运 量 都 相 这 时 最 小 进 一 站 的 方法 仍然 可 用 是 要 将 
两 站 的 任 一 站 看 作 产量 最 小 即 可 ,至 于 无 圈 的 一 般 情况 ,如 果 各 弟 中 产量 最 小 的 不 只 一 站 
可 在 这 些 任 作为 产量 最 小 的 ， 原则 进行 下 去 ， 理由 与 
有 的 情形 ， 子 走 最 短途 径 运 往 打 ， 如 果 上 所 有 路 运 过 ， 
适当 改变 运 而 不 改变 运 量 使 得 上 有 有 路 程 不 子 
变化 .在 道路 上 任 取 一 段 ， 如 果 将 我 们 的 图 形 分 为 两 个 部 分 (这 时 这 一 段 决 不 能 在 圈 
一 下 这 两 部 分 的 产量 那 和 “最 小 进 一 站 ”的 原则 可 知 产量 小 的 一 边 决 不 
能 ， 因 而 可 以 把 量 小 的 一 部 分 的 量 总 和 一 进 到 量 大 的 部 分 中 连接 量 小 的 
部 分 前 那 一 站 上 ， 例如 图 10: . 


的 将 图 形 分 ， 共 50 ,右边 共 47. 47 入 


N 


对 于 没有 情况 ,假定 @ 是 各 中 产量 最 小 者 假定 @ 是 的 进 站 ,上 图 9， - 
一 


:数学 方法 在 中 的 应 


如 何 个 打 如 果 有 一 张 环 路 的 地 操作 图 : ,我 们 要 两 个 , 以 使 运 
“ 方 最 省 ， 由 于 没有 环 路 ,所 以 任意 去 掉 两 站 闻 的 一 段 路 ， 图 形 都 稚 分 成 两 个 不 相 联接 的 麦 
地 操作 图 ,分 别 求 每 人 形 的 场 的 位 置 ,这 便 得 到 了 两 个 场 的 一 个 
灵 两 个 相 站 之 的 路 ， 算出 傅 于 它们 的 两 个 场 的 方案 ， 然后 再 比较 这 些 
案 所 需 的 运力 3 就 得 到 两 个 麦 场 的 最 优 位 置 ， 


例如 有 操作 图 如 图 12， 可 以 把 过 程 下 
去 路 | 新 
此 可 ， 个 才 应 @ 与 @. 站 @， @， @， 到 而 @ 的 
2 
_ 法 的 如 下 : 如 果 在 操作 图 上 环 路 、 有 的 一 条 路 把 


联接 超 求 。 在 点 点 B; 那 末 距 4 的 站 的 运 -4, 距 了 前 站 、 
的 都 运 如 果 在 连接 4 与 了 的 路 上 有 一 站 , 4 与 了 3 的 相等 ; 那 未 一 、 
着 这 一 站 的 一 切 支 路 ( 除 4 与 了 的 路 之 外 的 路 ) 上 的 站 是 相等 的 
”因此 就 可 以 把 这 一 站 及 连 着 这 一 站 的 所 有 支 路 土 的 站 的 考 子 都 运 输 4 或 了。 这 样 一 来 ， 
“确定 两 个 场 址 后 ,总 有 一 段 路 可 以 不 运 麦 ,而 这 一 运 法 又 使 运力 最 小 ， 因 此 可 以 用 十 述 的 

电 掉 一 段 路 以 分 别 求 出 打 才 场 址 的 方法 来 确定 两 个 打 考 场 . 


、 对 于 有 环 路 的 麦 地 操作 图 ， 可 以 和 任意 甩 掉 一 段 弧 ， 将 本 形 化 为 无 环 路 的 情况 ， 算出 两 
个 场 的 最 优 位 置 ， 再 甩 掉 另 一 段 算 出 两 个 场 的 最 优 ， 如 最 后 比较 一 


。 
w 
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> 2) 个 的 做 法 也 是 类 似 的 有 张 没有 路 的 地 操作 图 ， 
工段 相 邻 两 站 间 的 路 ,就 得 到 个 操作 图 , 依 它们 的 场 , 就 得 到 一 
个 方案 ,对 应 于 不 同 的 甩 法 ,就 得 到 不 同 的 方案 ,， 最 后 比较 一 下 这 些 方案 所 需 的 运 方 , 就“ 潮 
可 以 得 到 个 的 最 优 位 ( 与 m = 2 时 相同 ,就 不 了 ). 对 的 
“也 可 坟 如 上 法 化 为 没有 环 路 的 情形 来 考虑 ， 
著 有 了 没有 环 路 的 地 操作 图 ， 当 有 了 一 -个 旧 场 ;而 需要 添 个 新 场 
. 夺 , 手 午 可 以 简单 一 些 ， 任 意思 掉 相 邻 两 站 间 的 一 段 路 , 则 图 形 秘 分 成 两 张 不 相 联接 的 图 
形 , 舍 有 旧 场 的 图 形 的 场 址 就 届 在 旧 声 ,再 求 不 含 旧 场 的 图 形 的 场 址 ， 将 所 有 这 种 可 能 的 
访 案 都 求 则 来 ,再 比较 二 下 叱 们 的 运力 ,就 得 到 新 场 的 最 优 位 置 了 . 更 一 般 地 ， 对 于 已 经 -， 
了 场 , 还 要 添 场 ,也 可 以 仿照 上 方法 加 以 处 理 . 
有 时 候 希 望 不 要 过 于 , 因为 过 于 庞大 对 运 操作 等 等 都 ; 在 
这 种 情形 下 那 就 需要 屋 两 个 麦 场 .， 另 外 也 可 能 已 经 有 了 一 个 旧 考 场 , 但 还 希望 增设 一 个 
新 场 ， 对 这 些 情 形 首先 就 对 所 要 的 场 规 定 它们 的 最 大 容量 ,5 去掉 两 站 一 段 
路 后 ,就 可 以 先 看 一 下 所 分 成 的 两 部 中 的 各 部 分 的 总 产量 是 否 超 过 卖 记 的 最 大 容量 ; ;如 果 -- 
有 一个 超过 了 容量 ， 我 们 就 不 必 进 行 上 述 的 考虑 ， 


大 片 地 场 


民 及 发 展 出 现 了 多 的 大 片 地 ,五 百 ,成 千 的 都 有 ， 
地 中 合理 问题 就 是 得 格外 重要 . -以 上 所 的 方法 显然 不 能 观 的 要 
| 了 ,因此 ,我 们 必须 考虑 新 办 法 
们 将 着 重地 考虑 长 方形 场 的 问题 ， 在 实际 工作 中 也 显示 出 地 现 
的 可 最 大 假 地 中 小 生长 情况 是 均匀 的 ， 那么 我 们 有 以 下 的 
地 ,地 中 场 ,以 中 心 最 
< 2. 边 上 场 以 长 边 中 点 最 好 
1 有 对 称 中 心 的 地 ， 在 中 心 最 好 (图 13) 
对 称 中 心 0 的 地 乃 是 指 在 P 点 有 一 ， 在 其 对 
称 点 了 等 量 的 一 报 ,而 是 的 对 称 点 ,如 果 0 在 PP' 
显然 ， 把 处 的 运往 任 _ M 运 距 大 于 运 
” 往 0 点 的 运 距 (三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ).， 3 


有 对 称 的 图 形 应 当 帖 (图 14)， 


一 


是 对 称 珊 ,在 有 , 其 关于 的 对 称 
-点 处 也 有 命 P 为 任 不 在 上 的 点 P 作 | 
为 对 称 轴 和 的 对 称 形 Px'4, 
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最 好 . 


- 
-人 公 37 
在 图 16 中 ， 命 为 近 TP， 4C，BD 的 中 点 因此 TIKMN， 


及 POCD 都 是 边 长 为 一 及 的 . 


才 的 位 亦 重合 了 ， 将 C 在 工 MNFZ 与 矩形 
的 位 相 重合 了 


， 在 矩形.TKMAN 中 与 0 相对 的 位 应 有 OK 及 GD 的 距 

是 任意 的 ， 故 将 矩形 4BPO 中 的 运 至 所 需 的 运力 比 将 形 中 的 

所 需 的 运力 小 这 让 了 对 “ 公 字 矩形 成 立 , 同 理 可 “人 字 亦 

及 矩形 中 与 相对 应 的 位 置 处 市- OK 及 < GD 的 距 


PocD 中 的 麦子 运 至 0 所 运力 比 将 MNEE 运 至 所 的 


运力 小 了 对 " 字 成 立 , 同 理 可 " 字 亦 成 立 而 精 


二 
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对 于 不 规划 问题 不能 以 上 这 样 简单 地 _ 有 和信 猜测 是 否 是 质量 中 心 ， 
“这 一 猜测 是 不 正确 的 虽然 问题 较 ,但 我 以 下 的 直 办 法 来 

先 , 对 一 点 4 的 距 法 收 后 必然 是 依 着 一 定 的 距离 放 在 地 时 


们 把 有 才 捆 处 在 图 上 打上 个 “X”， 这 块 麦 地 对 任 一 点 4 的 运 距 就 是 这 些 " X "与 4 的 运 距 


“利用 算 距 的 方法 ， 可 以 决定 图 18 在 边 上 的 先 取 一 点 4， 是 矩形 部 


， 分 的 长 边 中 点 ; 然后 算 卫 运 距 . -因为 右边 多 了 一 个 三 角形 ,所 以 场 可 能 珊 在 更 右边 些 ; 取 


B (与 是 两 ) 算 出 这 对 运 距 如 果 小 ;再 与 其 右 的 C 点 比较 ,如 
果 C 的 运 距 大 , 则 了 点 就 是 届 场 的 地 方 了 . 
个 用 于 中 小 不 均匀 的 情 


有 般 位 个 发 点 发 量 各 为 1122 何 处 


点 ， 然后 治 接收 发 点 的 和 路 ,以 使 运 最 省 


我 们 介 个 力学 的 模拟 方法 求解 这 个 问题 先 在 一 块 木板 上 发 点 
“分 布 图 然后 在 这 个 发 点 处 各 光滑 小 洞 。 在 平面 上 革 光滑 金属 小 环 ,小 环 
条 ,一 条 子 穿 过 -- 个 洞 , 通过 表示 发 点 的 小 的 子 下 面 系 以 质量 为 mw 


的 重 物 ， 这 样 , 当 小 圆 环 达到 平衡 位 置 时 ,平衡 位 奸 就 是 理想 的 收 点 . 


我 们 求 就 明 这 个 方法 的 理 据 ， 在 地 面 上 直角 坐标 , 发 点 的 是 
y 15 2， ， 是 在 地 面 上 求 一 点 使 


使 9) 极 小 的 条 


一 一 


[| 
、 
C 
“ 


一 一- 


“ 油 靠 汽车 进行 ,那么 发 量 就 是 油井 的 日 产量 ,这 时 要 求 运 炉 力 最 省 .如 果 运 油 靠 修 建 油管 - 
来 进行 , 那 就 要 求 油管 长 度 最 省 ;这 时 发 可 以 取 作 

注意 : 以 上 的 方法 并 没有 解决 极端 情形 的 问题 ， 以 下 我 们 准备 运用 初等 方法 计 共 
3 一 4 而 一 一 一 一 工交 及 极端 情形 
首先 ,证 下 面 (iD:- 
每 一 个 内 角 都 不 超过 的 三 角形 A4 是 兰 角形 内 :一 点 ， 且 适 合 


则 、 


4 与 为 4 与 也 的 联 与 加 交点 上 一 点 C 适 
:一 二 0CB， 
处 <OC4 为 角 而 0 为 , 对 于 任 一 点 
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: 固定 (4 小 于 BC 边 的 高 ), 则 当 4PB= CP4 时 ,3P+CP 
同时 固定 一 于 4C 边 的 高 ). 当 AAA4PB 一 4P 十 CP 为 最 

短 ， 因此 使 4P + 了 P + CFP 最 短 的 点 P 活 合 

一 一 一 120*. 

在 我 们 点 的 方法 等 边 角形 再 作 们 的 外 

接 两 个 轩 交点 所 欲求。 

事实 上 ,由 于 4, 07 四 点 共 ， 所 以 - 4PB 一 180 ”一 一 180 60” 


同 理 <4PC 一 


配 : A4BC 中 有 一 个 角 天 于 120 ”时 22) ; 120?， 则 在 4BC 
中 任 取 一 点 有 > 二 C， 
此 活 合 
0 的 点 了 是 不 存在 的 ， 在 这 种 情况 下 ;[ 我 们 


作 PC 使 <DcB = 
过 之 和 大于 第 三 过 


《iv) 每 一 个 内 角 都 不 超过 180 四 形 口 其 对 P， 则 对 任 


由 80 DO > 5D = BP 十 P， 


四 边 形 口 个 内 > 180。。 则 
对 于 任 : 
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在 之 在 三 角形 ARS7 内 任 取 一 点 Z 


的 证 法 如 : F( 25): 于 


| 


预 估 产 量 ; 对 合理 劳动 力 ， 运 、 仓 容 量 等 都 有 很 大 的 往 预 产量、 
主要 是 的 多 年 , 毛 小 时 大 ， 并 且 不 容易 学 会 ， 我 
根据 的 基本 原则 是 : 

“每 的 数 下 乘 4 除 只 90， 得 亩 产 斤 数 ”. 

为 什么 乘 4 以 90 一 市 等 666.6 通常 小 每 15000 粒 


一 一 一 


15000 
首先 进行 分 片 ， 把 生长 情况 相同 的 分 在 一 片 ， 根据 各 片 面积 的 比例 ， 确定 出 那 一 片 歧 
了 平方 米 作为 抽样 ,例如 :一 片 20 亩 的 支 地 ， 其 中 10 九 亩 的 小 水 渠 边 :长 
得 大 粒 ,但 较 , 中 一 不 30 亩 ,长 得 很 :于 是 我 们 把 
积 的 大 致 的 比例 ,在 第 关中 任 方 米 ， 在 各 
成 为 五 个 抽查 点 。 
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| 任 取 一 的 数 | ”这 总 数 “| 这 每 的 不 均 数 ， 
十 844 十 852 十 828 十 824) 827.6， 
244 十 18.5 十 7 20.9 十 21.2) 20.9. 
827.6 X 20.9 1729684 
的 产量 数 为 
7 、 。 ”抽样 的 方法 是 用 测 框 。 测 框 是 用 短 木 条 式 高 梁 杆 作成 的 四 边 形 ,每 边 均 为 一 米 . 


可 硬 玫 赛 在 作物 上 , 些 的 三 边 是 固定 不 能 移动 的 , 唯 第 四 边 可 以 活 双 . 
附 较 可 但 麻 的 算法 是 ,每 平方 米 的 粒 数 等 于 
(789 X 24.4 十 X 18.5 852 X 19.7 828 X 20.8 + 824 X 21.2) 一 
二 (19251.6 十 15614 十 16784.4 十 17222.4 十 174658.8) 5 
86341.2 二 一 17228.2，， 


. 我 步 后 考 较 好 ,但 需要 大 家 再 作 实验 
附 3. 在 大 面积 收割 时 ， 为 估 产 与 收获 量 之 的 很 小， 我 须 考 


时 的 掉 粒 掉 穗 \ 压 场 不 以 及 等 损失 ,通常 估计 15 一 25 之 内 


? 
- 


内 照相 ,由 威 光度 分 区 ; 

3) 量 各 区 的 面积 : ， 
4) 各 区 的 面积 乘 以 区 的 亩 产量 的 平均 数 得 整个 产量 ; 


.5) 再 除 总 数 , 便 得 所 求 的 产量 


\ 
和 
~ ， 
》 
N 
- 
- 
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_ 电子 学 市 的 一 些 肋 理 现 台 ， 和 近代 其 它 学 科 中 的 许 许 多 多 物理 现象 一 样 ， 常常 是 用 微 
\ 分 方程 来 描述 的 .这 是 因为 ;尽管 许多 物理 问题 都 包含 着 一 采 列 相互 制 狗 的 复杂 的 现象 ， 
“但 是 ,我们 总 还 是 可 以 研究 这 些 现象 的 主要 太 面 , 井 且 就 这 些 主要 方面 来 说 , 除了 在 某 些 
”特殊 时 间 以 及 在 空间 的 某 些 特 殊 志 ,物理 过 程 双 常 常 可 以 看 作 是 连续 的 。 这 样 ， 电子 学 中 
.许多 物理 问题 的 求解 就 常常 归 精 为 相应 的 微分 方程 问题 的 求解 . ， 
斯 过 : “只 有 微分 学 才能 使 自然 科学 有 可 能 用 数学 不 仅仅 表明 状态 ， 且 
过 程 ， 运动 在 处 理 电子 学 问题 时 , 息 正 是 通过 微分 方程 这 一 工具 来 解决 在 
“也 学 俩 域 中 各 种 各 样 的 状态 和 过 程 .. 但 是 , 当 我 们 处 理 具体 的 电子 学 问题 时 ,我 们 应 堵 选 
择 什么 形式 的 微分 方程 呢 ;或 者 鹏 ,用 怎样 的 “微分 方程 语言" 求 描述 这 些 问 题 呢 ? 另 一 方 
”” 面 ; 当 我 们 求 出 了 微分 方程 的 解 之 后 ,我 们 又 将 怎样 理解 这 些 解 所 代表 的 物理 意义 呢 ? 经 
告 我 们 ,同样 一 个 电子 学 问题 可 以 用 不 同 的 “微分 方 ” 来 描述 。 择 不 同形 
,的 微 众 方 程 ， 那么 ;解决 这 些 方程 所 用 的 数学 方法 也 就 随 着 不 同 . 当然 ,只 要 是 合理 的 选 ， 
,从 不 同 的 方程 和 方法 ， 
在 电子 学 中 ,最 _ 的 问题 研究 电 和 电荷 之 作用 的 从 数学 
看 ,就 是 研究 若干 微分 方程 的 解 电磁 场 是 用 Maxwell 场 程 的 
多 不 同 的 形式 ,最 常用 的 是 下 面 的 微分 方程 


里 , 场 矢量 E,D,B， 了 以 及 媒介 和 都 是 空间 坐标 和 时 间 的 

数 是 “局 牙 "的 源 画 数 , Mu 是 应 在 实际 问题 中 ,常常 会 到 媒介 质 特 
”性 突然 改变 的 情形 (例如 ,在 自 由 空间 和 导体 的 接 希 面 上 ); 在 这 样 的 情形 下 ,如 果 我 们 找 

”到 接触 面 上 场 矢 量 之 间 的 关系 或 边界 条 件 ， 就 能 够 把 电磁 场 问 题 当 作 边 值 问题 来 处 理 。 0 


1961 年 2 月 9 日 . 
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这 里 是 波 数 ; mi 是 常数 ; 是 电位， 
实际 上 , 场 程 和 , Schr5dinger 方程 是 不 可 分 隔 但 是 ， 为 了 学 上 的 困难 
我 们 还 只 能 够 利用 场 方 程 (1) 求 出场 构 〈 场 型 )， 然后 绸 处 理 Schtdinger 
方法 当然 是 近似 的 ， 它 只 适用 于 小 功 奉 和 小 信号 的 情形 。 党 


在 介 质 的 电动 力学 问题 中 ， 我 们 是 研究 下 的 


方程 的 合 解 : 


这 和 常数 
相似 的 ,在 电介质 问题 中 ， 们 是 研究 各 和 和 另 和 (3) 形 相公 


合 量子 电子 学 问题 相 伺 ,在 介 的 电动 力学 问题 中 ， 我 们 也 和 只 近似 
地 分 别处 理 场 方程 和 方程 


相似 的 ,在 多 电子 问题 中 ,我 们 是 碍 电 方 程 (]) 和 


) 的 解 这 里 的 问题 是 怎样 在 多 电子 形成 的 电流 和 电荷 在 计 
的 意义 上 有 限 的 \ 但 却 是 大 量 的 运动 子 可 以 用 可 微 如 果 将 电 


流 和 电荷 分 别 为 JCr， [wev 一 v， 是 电子 


分 (< 是 电子 电 那 电子 方程 就 可 以 写成 下 的 形式 形式 ): 


1 

就 化 为 Dirac 6- 数 的 形式 . 在 电子 学 中 我 们 常常 用 5- 求 措 述 场 中 的 特殊 点 
运动 方程 (4)B9。 最 近 , 提 一 个 信号 有 作用 时 的 能 量 交 换 问 题 的 解答 
2 在 辐射 问题 中 ， 需要 决定 电磁 场 和 场 源 (一 定 分 布 的 电流 和 电荷 ) 之 并 的 关系 。 我 
个 仍旧 用 场 方程 (1) 电 从 (1》, 可 得 电 矢量 的 波动 方程 
普 适 的 坐标 系 中 ， 矢量 波动 方程 的 求解 是 困难 的 ,因此 ,我 们 也 常常 通过 一 些 辅助 夯 数 ( 波 “ 


) 来 决定 电磁 很 定 媒介 质 是 前 和 各 向 性 的 ， 电导 是 那 ,加 问题 就 


归 精 为 下 面 的 非 齐 灵 双 井 型 微分 方程 的 求解 ; 


里 是 一 介 标 数 是 场 源 的 密度 数 

“实际 的 电磁 波 传播 ( 夭 气 空 间 的 传播 . 沿 地 面 的 传播 \ 地 层 内 的 传播 、 星际 的 传播 ， 等 等 )， 

是 复杂 得 多 的 电 波 题 地 波 另 一 方面 大 气 上 


和 前 面 叙述 的 一 些 问 题 一 样 , 在 这 里 ， 还 只 


~ 
1 
/ 
4 
. 
> 
下 
FA 
< 
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中 ,因此 ,电波 在 游离 层 中 的 传播 也 涉及 到 程 和 Lorentz 方程 的 解 问题 .”， 


一 般 的 时 间 数 ,我 们 可 以 将 表示 为 正弦 数 的 Fourier 数 或 Fourier 波 


器 ,等 等 ) 是 和 天 与 辐射 问题 相似 的 在 方面 ,已 发 表 了 基本 的 数学 理论 


题 的 ,我 们 常常 定 场 矢量 是 时 间 的 正弦 ,并 采 用 


.和 "天 波 "在 不 内 具体 条 件 下 的 传播 . 

电磁 波 在 游离 层 中 的 传播 是 一 个 复杂 的 物理 过 程 是 的 各 
性 的 ,同时 还 具有 的 特性 于 层 包含 带电 质点 ,同时 又 存在 于 大 地 的 恒定 


同样 ,地 波 传 播 问题 也 涉及 许多 数学 理 ;例如 ， 从 波 . 
方 程 得 F 面 形式 的 微分 方程: 

边界 条 件 是 : 当 且 5> 0， 2. 除了 这 些 条 : 
件 ， 再 加 上 适当 的 "无 这 条 件 就 能 出 (6) 的 解 
波导 传输 理论 工作 要 求解 决 许多 重要 的 微分 方程 问题 . 些 波导 (如 波导 
“和 的 激发 ， 波 通过 槽 小 孔 的 耦合 ， 波 导 的 ”, 无 限 长 波导 


在 波导 理 芥 中 ;一 个 重要 的 基本 问题 是 波 型 分 析 ; 数学 上 , 这 种 分 析 也 就 是 将 电磁 波 
矢量 记号 ， 认 为 正 数 是 的 部 这 样 的 假定 影响 分 析 的 普 性 , 因为 ,对 


“型 分 析 的 基本 是 用 简单 波导 构 中 可 能 存在 的 一 场 ( 波 型 ) 代表 实际 的 复 
杂 波导 中 的 电磁 场 . 最 简单 的 波导 就 是 所 波导 是 指 一 个 无 限 长 的 导电 
无 的 金属 管 ， 管 的 横 蕉 处 处 相同 ,其 中 的 媒介 是 均匀 的 各 向 同性 的 。 在 分 
简 波导 中 的 波 型 时 ,我 们 不 考虑 激发 电磁 场 的 源 . 对 于 正 变 ,在 不 考虑 
源 的 情形 下 ， 我 们 处 理 T 面 形式 的 Helmholtz 方程 : 
、 这 里 波导 中 媒介 质 的 波 对 于 一个 是 波导 ,存在 着 
按 指数 规律 变化 的 解 (或 波 型 )。 将 少 表示 为 (办 是 上 两 个 坐标 
数 )， 我 们 就 能 将 (7 为 下 面 的 形式 : 
方程 (8) 加 上 具体 问题 的 边界 条 件 构 了 波导 的 本 值 问题 在 一 的 条 件 
.+*( 如 波导 电导 率 很 高 ,没有 仙 阶 ,等 等 ), 本 征 值 是 “离散 "的 ,或 者 说 ,波导 中 的 波 型 具有 离 
的 这 个 表 有 限 数目 的 传输 型 和 无 穷 多 个 "消失 波 ” 的 场 . 
如 果 波 导 壁 的 导电 不 很 高 ,或 者 ~- 般 的 ,对 于 所 “ 开 波导 (各 有 介 质 
导 和 ) , 波 型 就 不 仅 包含 有 限 数目 的 计 同时 还 包 合 一 -个 对 于 这 种 类 型 


责 4 = 
+ ? 
-~ 。 
> 
、 
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在 一 些 实际 问题 中 ， 我 要 分 析 波导 的 不 性 对 在 主 


波 波 导 ( 即 只 传输 最 低 阶 波 型 的 波导 ) 的 不 连续 性 问题 中 ;有效 地 应 用 了 许多 数学 物理 的 


孔 陈 部 分 电场 的 积分 方程 


这 里 代表 的 孔隙 部 分 ， 和 决定 于 行 板 波导 的 本 征 数 

我 们 很 难 严格 地 求 出 积分 方程 (10) 的 解 , 五 (7 但 是 ,只 要 找到 (10) 的 一 个 近似 解 ， 

我 们 就 能 利用 变 分 法 来 《10) 的 准确 的 为 了 利用 变 分 法 ， 的 两 


并 对 于 片 孔 积分 ， 这 样 就 得 到 - 面 计算 电 的 变 分 形式 : 


: 


“对 于 我 们 所 计 共 的 问题 ， 膜 片 孔 隙 部 分 的 实际 电场 KJ) 是 使 等 效 电 业 到 最 小 值 
在 另外 一 些 波导 不 连 资 性 问题 中 ， 还 Wiener-Hopf 型 的 积分 方程 肖 是 


弯 换 方法 来 求 这 种 方程 的 解除 此 以 外 ,我 们 还 利用 许多 其 它 近似 方法 .和 杭 如 :在 变 截面 : 


理 ,应 用 了 K. B- ， 在 波导 应 用 了 " "方法 ( 方法 在 


定 状态 的 过 程 . NA 

过 程 的 问题 已 翅 党 全 解决 例如 ,采用 了 Laplace 变换 方法 ， 就 能 得 到 常 系数 线性 常 微分 
方程 的 完全 解 , 这 个 解 描述 了 电压 、 电流 等 物理 量 的 全 部 变化 过 程 ,包括 未 稳 证 状态 和 最 
用 的 稚 定 状态 (描述 稳定 状态 的 画 数 是 网 络 微分 方程 的 特 解 ). 事实 上 ， 用 积分 变换 求 分 ， 
析 网 烙 ， 甚至 可 以 不 去 区 分 未 稳定 和 稳定 状态 . 在 波导 的 波 型 分 析 中 ， 我 们 只 是 研究 了 对 


于 某 一 频率 的 正弦 交 变 场 ,也 可 以 说 ， 研究 了 波动 方程 的 一 些 特 解 .， 在 波导 远程 通信 中 ， 
由 于 毫 微 秒 短 脉 冲 的 应 用 ， 需要 研究 在 很 宽频 带 内 的 电 役 波 传 轮 问 题 . 这 就 要 求 我 们 去 ， 


“分析 波导 的 过 渡 状 态 在 有 关 献 [19] 处 理 了 下 面 形 式 波动 方程: 


) 


在 _ 的 边 条 下 
法 最 来 分 析 弹 性 力学 

多 其 电子 学 也 过 和 例如 ,在 电子 学 中 ， 需要 
突 弛 防 时 间 问 题 ;在 这 方面 ,目前 还 只 有 定性 的 理 芥 . 


一 
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子 动 定律 的 Poisson 方程 : 


这 是 电子 质 比 ,7 是 电流 密度 所 求 的 电子 管 电 电位 分 


场 ,同时 也 用 来 准 稳 态 "的 场 . 例如 ,在 频率 低 的 交 变 场 中 ,我 们 可 以 
-的 定 解 问题 : 


“ 志 程 的 求解 间 题 .在 一 些 可 以 看 成 是 一 维 场 的 问题 中 ,这 种 近似 方法 非常 有 效 . 过 年 来 ， 
“这 种 用 来 决定 特殊 波导 (如 螺旋 波导 的 等 效 电磁 场 边界 条件 . 
.6) 上 面 所 叙述 的 一 些 微分 方程 ， ( (15)， 都 是 “ 场 题 的 数学 描述 ， 在 电子 学 

， 中 ,还 有 多 是 "或 长线" 问题 来 处 理 的 。“ 路 ?或 “长 "问题 常常 成 是 
"问题 的 特殊 情形 ;这 是 因为 ,描述 “路 "或 长 线 "问题 的 Kitethotf 定律 或 长 程 可 


现象 ， 常常 可 以 建立 起 不 同 的 “数学 结构 ”， 虽然 这 样 ， 我 们 也 还 是 可 以 襄 ， 有 些 问题 当 作 
人 “ 场 ” 问 题 来 处 理 更 合适 ， 而 另 一 些 问题 当 作 ”' 路 "问题 来 处 理 更 合适 . 人 1 


而 这 样 的 一 个 过 程 通常 是 用 下 面 的 分 ( 传 ) 的 


“在 不 包含 源 的 空间 ， 《13) 的 右边 等 于 这 时 场 适合 Laplace 方程 
在 电子 学 中 , Poisson 方程 和 Laplaces 方程 的 应 用 非常 广泛 。 事实 上 ， 它们 不 仅 用 来” 于 


用 下 面 形式 的 Poisson 变 通 在 金属 盘 上 生 的 涡流 
如 果 Herp 不 下 面 形式 、 


(15) ， 
除了 上 的 准 场 问题 ,在 波导 中 ,也 常常 将 波导 的 不 问题 化 为 Laplace ， 


以 从 Maxwell 程 推导 出 来 , 但是， 相反 的 ,一 个 通常 当 作 场 ” 问题 处 理 的 现 
象 ， 如 果 用 "路 "的 概念 求 分 析 ， 也 尘 全 是 可 能 的 所 .这 里 ,我 人 看 到 : 对 于 同样 一 个 电子 学 


-2(e- 源 数 ， 


将 行 量 放 大 器 看 作 是 “理想 化 了 的 均匀 传 
, 且 认为 传输 单位 长 度 的 电 是 常数 ， 而 C。 就 得 到 下 
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这 里 cm 和 乡 是 比例 在 一些 近 的 假定 下 ， 
玫 可 以 认为 仅仅 是 一 个 变量 (时 间 ) 的 画 数 ; 因此 ， 网 络 中 发 生 的 物理 过 程 就 常常 表示 为 一 组 
” 示 为 : 


对 于 一 般 的 网 构 都 是 正常 数 ， 且 ”， 。 是 可 的 
一 类 实际 的 问题 是 定 ,wk 0 (其 余 的 画 数 都 等 于 ), 求解 i 类 问题 从 
网 络 的 分 析 同样 ， 四 网 的 分 析 就 是 : : 定 两 数 (w 0, 0; 其 余 
数 都 等 于 )， 求 解 相似 的 ,还 有 6 端 、8 和 多 网 前 析 。 数 网 略 
.， 的 分 析 ， 从 数学 方法 求 悦 , 已 经 完全 解决 ， 我 们 知道 ， 在 这 里 # 最 有 用 的 方法 就 是 采用 二 
Taplace 变换 ;将 (18) 变 换 为 下 面 的 代数 方程 租 : AR 


是 有 用 的 ,同时 ,在 描述 多 个 自 变量 (时 间 和 空间 ) 的 若干 画 数 之 间 的 关 柔 时 ,也 非常 有 用 . 
这 是 因为 , 员 然 随时 间 和 空间 位 置 变 化 的 物理 过 程 是 用 偏 微分 考 程 求 描述 的 , 但 是 ; 在 着 
多 电子 学 问题 中 ,我 们 常常 是 首先 将 偏 微分 方程 化 为 常 微分 方程 ;然后 求解 .我 们 仍 玉 波 - 
导 传输 作为 例子 前 所 述 ,在 波导 问题 中 ,我 们 以 代表 时 间 因 子 , 而 只 考虑 
' 位 数 的 微分 方 . 这 些 的 解 可 以 用 数 来 示 ,级 数 的 每 一 项 又 可 以 
示 为 两 个 数 的 积 ; 这 两 个 数 一 是 面 标的 ( 波 型 数 ), 一 是 传 向 的 坐标 
数 (幅度 数 ， 或 “电压 电 流 ” 数 ). 可 以 ,幅度 下 的 常 微分 方程 


代 向 前 波 和 向 后 波 和 比 可 以 忽略 这 样 ， 的 方程 
可 尺 进 一 步 简化 . 在 实际 的 波导 传 壹 问题 中 ， 变 系数 方程 组 是 常常 遇 到 的 ,特别 是 组 变 柔 


数 的 。 在 中 了 一 个 关于 元 相 性 的 定理 "从 而 和 和 
出 素数 联 立 的 近似 解 、 
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第 项 是 1 的 的 电子 第 一 间 的 在 [30] 中 ， 


.需要 根据 其 些 传输 特性 求 进行 许多 特殊 网 络 《如 噪声 过 滤器 、 噪声 预测 器 等 等 ) 的 最 佳 设 


写 出 了 方程 (21) 的 一 种 形式 的 解 . 
在 性 络 (电路 ) 问 题 中 到 不 同 形式 的 性 方程 的 


例如 ,在 电子 管 分 析 中 , 到 面 形式 的 方程 pm: 


$ 2. .电子 学 中 的 落 方程 问题 


微分 方程 方面 Maxwell 场 方程 和 ”Schiadinger 方程 的 解 ， 和 aazxay- 
Jadinar 方程 的 精 合 解 以 及 和 Lorentz 方程 的 精 合 解 这 些 都 是 在 电子 学 中 远 远 还 没有 
解决 的 重大 的 理论 问题 

在 电 传播 和 天 理 ,性 重要 的 实际 问题 ， 例如 对 流 层 的 传播 大 天 
增 阻抗 的 计算 等 等 ， 都 要 求 我 们 研究 Maxwell 场 组 或 者 是 非 齐 方程 在 
更 复杂 条 件 下 的 求解 . , 些 的 关于 电 传播 的 理 (如 "内 部 
分 反射 理 缺乏 严格 的 和 物理 实际 相 合 的 数学 

波导 有 的 分 , 多 本 征 值 问题 还 有 解决 ,或 者 
有 解决 ， 对 于 大 多 数 的 实际 的 波导 ;本 征 画 数 解 一 般 很 难 求 出 ;同时 , 当 处 理 腑 并 水 征 值 间 
, 题 时 ;在 选择 本 征 画 数 解 上 也 还 有 一 定 程度 的 不 确定 性 . 如 偏 微分 方程 中 3) 所 述 ,在 波 
导 ,特别 是 在 大 尺寸 波导 中 ,我 们 常常 用 比较 简单 的 波导 的 本 征 集 
《 波 型 ) 求 表示 实际 波导 中 的 电磁 场 . 但 是 , 用 什么 样 构 的 波导 的 本 征 数 集 


本 征 数 集 的 完全 性 问题 , 不 同 本 征 数 所 构成 的 解 的 收 问题 ， 以 及 个 本 征 
 - 数 集 之 间 的 关系 问题 ,等 等 ,这 些 都 是 需要 进一步 研究 的 波导 的 数学 理 葵 .、 
波导 传 连理 葵 研 究 的 另 一 主要 方面 是 怎样 将 近代 的 许多 数学 物理 近似 方法 特别 是 变 

分 法 用 来 解决 多 波 型 波导 的 各 种 不 连续 性 问题 (如 前 所 了 述 ,许多 近 伍 方 法 已 经 用 于 传 过 单 ， 

“ 波 型 的 波导 )。 除 了 应 用 已 有 的 一 些 近似 方法 外 ,许多 电 破 波 方面 的 实际 问题 还 要 求 我 

们 提 新 的 数学 近似 
分 方面 ;同样 有 多 工作 要 作 例如 ;在 波导 传 方面 ， 需要 求解 下 面 


定 V, 向 题 ,已 经 解决 。 但 是 ,相反 的 问题 也 就 是 网 的 
题 , 使 是 在 常 系数 的 情形 下 也 还 没有 完全 解决 。 网 这 是 近年 来 网 理 一 
“ 重 的 发 展 方 向 ,这 是 因为 ,在 实际 工程 问题 中 ,我们 不 需要 分 定 的 网 ， - 
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易 条 件 下 数 工 值 ， 自 然 ;这 样 的 解 是 唯一 的 ; 但 对 于 工程 
找到 一 个 或 一 些 有 用 的 解 ,就 有 很 大 的 实际 
问题 ,特别 是 在 参量 放大 器 问题 中 形式 和 (18) 相似 但 是 的 数 的 


系数 常 微 分 .， 最 简单 的 变 系数 网 络 ( 电 
路 ) 方 程 可 以 表示 为 : 


使 是 这 个 最 的 数 常 微分 方程 的 “分 析 题 ,也 完全 解决 更 不 要 就 是 
了 在 这 方面 ,已 提 四 采用 广义 数 变换 的 方法 但 是 ,从 数学 


.方法 上 解决 变 系 数 常 微 分 方程 粗 的 分 析 和 和 综合 问题 ,还 需要 进行 大 量 的 研究 工作 . ， 


微分 -积分 方程 和 积分 方程 方面 ， 需要 作 的 工作 也 很 多 ， 例 如 ,在 天 和 线 理 花 中 ,很 早 就 
得 到 形 偶 极 子 电流 分 布 的 特殊 形式 的 积分 方程 但 方程 的 解 到 现在 还 没有 


学 中 的 某 些微 分 方程 《如 Baltzmann 的 多 电子 程 ) 已 经 包含 着 大 量 平均 的 
， 此 外 ,一 系列 电子 学 问题 (如 噪声 过 ,噪声 预测 器 ), 也 都 联系 着 具有 这 样 或 那 


样 随 机 性 质 的 画 数 。 事 实 上 ,已 经 提出 来 的 微分 方程 问题 很 多 都 是 和 概率 间 题 分 不 开 的 . 


随 电子 学 的 发 展 ,微分 方程 和 合 将 显得 更 加 重要 。 作 为 举例 ,这 里 我 们 


这 样 的 问题 , 传 方 程 组 的 系数 应 据 决定 。 在 最 近 的 文献 中 ; 讨 了 长 


叙述 几 个 有 关 这 方面 的 实际 问题 . -在 电磁 波 传 播 问题 中 ， 大 地 千 构 的 不 均匀 性 以 及 空气 
” 和 游离 层 的 不 均匀 性 都 是 阵 机 的 ， 这 样 的 问题 可 以 就是 一 个 包含 其 有 随机 边界 条 件 和 随 “ 
系数 的 微分 方程 〈 场 方程 ) 的 求解 问题 。 在 这 方面 ， 文献 中 已 表 了 理 工 
但 是 ,许多 数学 理论 问题 还 需要 进一步 解决 。 在 波导 远程 传 ,求解 有 随 
。 机 性 质 的 仿 微 分 方程 和 常 微分 方程 是 有 很 大 实际 意义 的 。 在 一 个 远程 波导 系 芳 中 ， 不 规 、 

划 性 和 不 连续 性 (如 接头 的 簿 料 或 错开 、 散 乱 小 偏 糙 ， 等 等 ) 具 有 随机 的 性 质 .” 因此 ,对 于 


但 是 ,关于 这 个 课题 的 研究 远 远 还 没有 束 。 另 一 个 波导 传输 的 


的 不 断 科 学 实践 ， 在 一 个 个 新 的 电子 学 现象 的 描述 中 ， 将 会 由 现 融 多 的 新 的 微分 方程 间 


， 题 ， 电子 学 的 发 展 在 很 多 方面 依靠 微分 方程 这 个 有 利 的 工具 . 同样 ,微分 方程 和 数学 的 


“其 支 从 来 就 是 在 密切 联系 生产 实际 中 汲取 生 长 的 营养 我 个 希望 更 多 


的 数学 家 和 青年 数学 工作 者 来 参加 电子 学 中 各 个 方面 的 理 葵 工 作 ， 在 电子 学 理论 中 , 数 


-学 家 不 仅 能 够 解决 已 经 提出 的 一 列 的 微分 方程 问题 ， 同时 还 找到 多 新 的 
微分 方程 问题 。 我 们 相信 ,数学 家 和 电子 学 工作 者 一 起 ， 将 会 在 个 近代 科学 
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多 生产 机 如 大 式 起 重 机 ,大 型 水 库 关 ,重型 车 床 等 生产 机 械 ， 往往 
. 求 两 根 或 多 根 机 械 轴 的 旋转 速度 完全 一 样 ， 或 保持 一 定 的 比例 关系 ,换言之 , 即 要 求 两 根 . 
” 或 多 根 轴 同步 协调 旋转 。 关于 实现 同步 协调 ,可 采用 机 械 的 办 法 ， 也 可 采用 电 的 办 法 ， 在 


”一 般 情况 下 ， 由 于 要 求 同 步 协调 旋转 的 两 根 或 多 根 装 位置 不 同 ,彼此 相距 很 ( 达 


数 十 米 或 更 远 ), 如 采用 机 械 方法 联系 ,不 但 制造 困难 ,成 本 高 ,而 且 由 于 条 件 限 制 ,不 是 弹 
”性 变形 不 能 诺 足 刚 庶 上 的 要 求 , 就 是 完全 不 可 能 ,因此 需要 采用 电 的 办 法 实现 同步 协调 。 
电 的 同步 协调 分 为 交流 电 轴 系 直流 同步 随 动 系 大 方案 ， 本 提 出 了 新 的 
直流 同步 随 动 系 即 自行 协调 系 ， 这 种 系 某 些 要 求 步 十 分 产 格 的 生产 机 械 ; 比 
引 协调 得 到 更 好 的 同步 性 。 关 于 交流 四 案 ; 此 处 不 再 子 以 时 本 
女 专门 流 同步 随 系 (包括 自行 协调 与 交流 电 方案 相 比 ,本 方案 的 优 ， 
点 是 :1) 在 拖 动 电动 机 轴 与 自 整 角 机 癌 装 一 适当 的 减 速 齿 输 ， 可 以 做 到 在 很 大 的 失调 角 范 
” 国内 都 具有 自 同步 性 能 ,因此 在 启动 时 不 需要 另行 整 步 ,在 延 行 中 承受 冲击 能 力 大 ; .2) 利 、 
“用 反 回路 中 的 放大 备 可 以 加 步 能 力 ; 3) 引 镇 回路 ( 或 非 线性 ) 联网 路 ， 
变 器 等 装置 ,可 以 改善 质 (加 快 过 渡 过 程 ,提高 度 ,消除 或 藩 ). 
是 比 电 方案 复兴 比较 困难 何 实现 这 个 方案 的 优点 ， 要 ， 

生产 机 械 对 电力 抢 动 的 主要 要 求 是 在 一 定 的 调 速 范围 内 ， 均 能 保证 各 轴 癌 的 同步 运 ， 
行 . ”为 确切 起 见 , 假 要 求 保持 4 根 四 动 电动 机 的 同步 运转 ,一 般 生产 机 
较 大 的 稳定 度 , 反 应 快 ,其 态 和 动态 小 。 根据 这 些 要 求 ,可 以 考虑 
过 公共 发 电机 供电 带 升 压 机 同步 的 协调 控制 系 和 和 采用 四 个 单 儿 -了 下 系 二 个 比 
较 。 过 初步 研究 后 ,我 们 认为 ,在 前 一 中 ,由 于 采用 了 公共 发 电机 ,对 每 个 电动 
“机 面 其 电压 是 一 样 的 ,这 样 , 具有 初 同步 " 的 作用 ,因而 消除 了 后 一 于 


四 仿 放 大 机 ， 四 个 励 磁 机 和 四 个 发 电机 的 特性 不 一 致 所 引起 的 导 差 、 其 实 由 于 升 压 机 的 
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角 .0Tu 和 测速 发 电机 了 由 于 每 个 电动 机 同步 完全 一 的 ， 因此 ， 下 面 以 一 
为 何 加 以 明 。 


; 而 机 变 为 ,与 前 一 方法 比较 可 省 一 套 机 及 其 控制 备 


主 发 电机 电压 用 一 等 效 电压 x 代表 ( 见 附录 ). 


用 公共 发 电机 带 升 压 机 的 协调 控制 系 ， 我 们 又 了 下 , 


1. 导 引 协 调控 制 统 
”图 是 导 引 协调 系统 的 线路 图 这 个 … 由 公共 

供 ， 基础 速 ， 依靠 放大 机 2M7 激 调节 发 电机 的 电压 来 达到 各 
实现 

“采用 导 引 协 的 法 有 一 : 
采用 单独 导 引 电动 为 了 保 点 运行 的 对 称 ， 采用 导 引 电动 机 带动 自 


角 差 制 ,由 自 整 角 机 0 相 化 放 天 器 B 电机 放大 机 3My， 
机 求实 角 差 的 导数 控制 则 测 速 发 电机 与 求实 现 。 
2) 采用 一 个 拖 动 点 的 拖 动 电动 机 作 导 电动 机 此 方法 是 将 图 中 变 为 


导 引 协调 系 坟 的 千 构 图 是 根据 图 1 注 作出 的 ,如 图 2 所 示 . 加 于 电动 机 的 负载 转 短 ; 


P+T 


-| 


图 2. 导 引 协 条 的 图 (以 为 导 引 电 动机 


整 角 机 的 非 传递 数 


一 相 敏 放大 器 的 时 间 常 数 
一 放大 机 的 
Ts 一 一 放大 机 的 等 效 时 间 常 数 


一 一 升 压 机 的 放大 系数 
Ts 一 一 升 压 机 的 时 轩 常 数 
2。 自行 协调 控制 系统 “ 


一 -电动 机 放大 系数 


动机 的 时 间 


， 电机 电压 的 等 交合 成 电压 
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.直流 同步 随 动 的 分 析 
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理 各 差 动 自 整 角 机 (或 小 应 机 ) 为 可 但 为 


接近 同步 速 时 信号 过 了 频 过 低 ) 的 ,应 采用 场 旋转 当主 拖 电动 机 反 “ 
时 ,应 用 器 变换 供电 电源 的 相 序 , 此 外 ， 使 电源 与 信号 的 频率 一 放大 


自 差 动 自 整 角 机 (或 小 感应 机 ) 取 得 电源 。 
当 两 个 电动 机 与 出 现 角度 偏差 时 ， 自 整 机 与 反映 的 角 差 


相 放大 器 B , 同时 作用 到 两 个 放大 机 :3My, 和 的 控制 ,使 一 个 升 压 机 (例如 
) 的 电压 增加 , 另 一 个 升 压 机 (例如 ) 的 电压 减少 ,以 保 同步 . 角度 偏差 


信号 的 作用 依 此 类 推 . 角 差 信号 的 取 法 可 以 有 多 种 多 样 ， 理 其 上 只 要 有 三 个 独立 信号 即 
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在 中 还 采用 测速 发 电机 实现 速度 反馈 四 个 测速 电机 各 过 机 的 一 个 


制 ,彼此 ,这 样 , 当 任 意 一 个 电动 机 的 转速 改变 时 ,同时 产生 节 这 个 电 


”动机 本 身 的 转速 ， 也 调节 其 他 三 个 电动 机 的 转速 ,以 加 强 各 个 电动 机 之 间 的 同步 ， 
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各 套 机 及 其 动物 体 的 惯量 (折合 到 电动 机 轴 ) 
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= 各 套 机 的 ( 电 角 2, 43 天 2，3， 

按照 生产 机 械 的 实际 情况 ,引用 三 条 人 的 
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是 般 的 运动 方程 ， 适用 于 导 引 协调 控制 活用 于 自行 
再 具体 分 析 这 两 种 的 运行 性 能 

2. 导 引 协 调控 制 系统 的 分 
“”“、 个 拖 动 点 中 一 点 的 电动 机 作为 年 引 电动 机 ( 见 图 1 注 )， 现 在 分 别 时 花 这 两 种 情况 . 2 
1) 采用 单独 导 引 电 动机 (图 图 + 知道 反 号 是 导 引 机 与 本 
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角 的 形式 (将 其 中 二 式 彼此 相 可 )。 因 为 假定 拖 动物 体 是 一 刚体 bo = 
”所以 四 点 拖 动 实际 上 只 有 二 个 自 由 度 ;再 略 上 s= 个 导 引 电机 自由 度 , 共 三 个 和 南 度 ， 只 要 
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小 情况 下 的 运动 方程 ， 员 要 (16) 式 中 的 可 得 .根据 上 
样 的 步 ,可 以 求 得 系 态 解答 样 所 求 得 的 运动 及 解答 与 公式 (12) 
及 (13) 完 全 同 ,因此 所 得 到 的 ， 是 - 
”3. 自行 协调 控制 的 分 析 - 
以 只 二 个 方程 即 可 求解 
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19) 趟 仍 二 个 阶 联 可 以 应 用 近似 法 求解 
小 运动 时 ， 一 一 则 (19) 变 为 列 性 方程 : 


上 是 二 个 独立 方程 


从 Cao) 可 以 得 到 与 (12) 所 得 的 相同 的 灶 (有 关系 定性 
比较 (213 与 (13) 式 可 以 看 ,在 同样 不 平衡 驶 下 ， 自行 协调 控制 系 的 态 
” 失 比 导 引 的 稳 角 要 ,如 果 忽 略 及 虑 到 一 者 的 定义 不 同 , 
者 失 角 为 后 之 牢 


者 的 稳 态 腺 差 仅 为 后 者 的 四 分 之 一 、 
单独 导 引 与 利用 一 拖 点 作为 导 引 的 比较 如 下 : 
1) 在 采用 单独 导 引 的 中 , 导 引 号 于 -- 角 运 动 方程 (9) 中 ,只 是 在 小 
差 时 与 失 无 关 , 见 (11)。 在 采用 第 一 拖 动 点 作为 导 的 ;各 角 括 导 
各- 引 角 本 身 ， 则 导 引 讯号 饭 岂 现 于 一 般 失 绸 角 运 动 方程 (15) 中 ， 也 出 现 于 小 偏差 的 运动 方 ”， 
。 ;如果 失 角 不 包括 导 引 角 不 身 例 如 引 就 不 再 出 现 方程 
,而 与 失调 角 无 关 
- 稳定 条 件 及 解答 都 相同 。 
没有 定 的 导 引 信号 ,不 能 抑制 物体 的 总 体 
`4) 导 引 在 启动 制 动 时 可 能 不 易 跟 随 ， 因为 导 动 机 没有 ,全 小 
制 动 ;而 动 电动 机 则 如 利用 一 动 作为 导 引 有 这 种 朵 难 ， 
5) 利用 拖 点 作为 导 引 可 以 省 备 . 
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4) 在 小 运 动 时 二 种 系 失 都 成 独立 运动 (207 及 
5) 导 引 协调 分 析 比 自行 协调 和 较为 简单 . 
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这 报告 只 就 导 条 自行 分 析 与 比较 ， 初 庆 为 后 
优越 性 ;但 在 实现 时 可 能 要 困难 一 些 如 何 择 构 与 参数 , 需 根据 - 


具体 对 象 进一步 深入 研究 . ”关于 应 用 直接 近似 法 求解 非 线 性 联 立 方程 的 方法 , 当 方 程 阶 
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方程 的 更 高 ), 起 求 比较 麻烦 ;需要 用 机 . 因此 应 研究 采用 不 接 
而 能 制 别 系 稳定 性 和 品质 的 方法 我 们 希望 今后 能 更 深入 一 步 ， 建立 新 的 


更 加 简便 的 方法 ， 以 请 足 技术 上 的 需要 


附录 构 中 几 个 
1. 关于 电动 机 的 图 


发 的 电压 为 升 机 的 电压 为 ve， 电动 机 负 为 


二 


L 
| 
十 866 一 Cr 一 一 .一 一 一 


1 


站 电动 机 的 机 电 时 间 常 数 ; 天 = 工 ， 
了 


.根据 (4) 式 可 以 纵 电动 机 的 构 图 如 图 6: 
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